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1. INTRODUCCION
El estudio de las interacciones dinámicas entre partículas cargadas
y sólidos se remonta a principios de siglo. Baste citar como ejemplo los
experimentos de Geiger y Marsden (1909) que permitieron a Rutherford
(1911) sentar las bases de la estructura atómica. Sin embargo, la com-
prensión de muchos de los fenómenos que aparecen en este campo ha tenido
que esperar a las últimas décadas, en que se ha dispuesto tanto de teo-
rías adecuadas para la descripción de los sólidos como de técnicas expe-
rimentales precisas. En la actualidad existe un gran interés por el estu-
dio de las interacciones entre cargas en movimiento y sólidos, tanto por
el simple hecho de entender correctamente la física del problema, como
por sus múltiples aplicaciones en los campos de la microscopía electróni-
ca, espectroscopías para el análisis de la composición y la estructura de
los sólidos, implantación de iones, litografía por haces de electrones o
iones, e interacciones entre plasmas y paredes, entre otros.
Las características propias de los sólidos hacen que la interacción
de una partícula cargada con ellos sea muy distinta de la que esta misma
partícula experimenta con un átomo aislado o con un gas. En primer lugar,
la profundidad que alcanza una partícula que penetra en un sólido depende
de la periodicidad de la red y de la orientación cristalográfica, debido
a los fenómenos de difracción de electrones y canalización (Ohtsuki,
1983). Por otra parte, las excitaciones colectivas del sólido juegan un
papel fundamental en la respuesta del mismo a cargas externas en movi-
miento, tanto en lo que se refiere al potencial efectivo de interacción
como a la pérdida de energía de la carga. La excitación de p1asmones, los
cuantos de las oscilaciones colectivas del gas de electrones en el sóli-
do, es un ejemplo importante (Ritchie, 1959). En muchos casos es el efec-
to dominante en la pérdida de energía de la carga incidente. Finalmente,
la presencia de superficies altera las propiedades del sólido cerca de
las mismas y produce toda una serie de nuevos efectos. En particular, las
2excitaciones colectivas superficiales determinan la respuesta del sólido
a partículas cargadas que se muevan cerca de su superficie (Mahan, 1972;
Ritchie, 1972; Lucas et al, 1970; Echenique y Pendry, 1976).
Cuando la partícula que interactúa con el cristal es un electrón, la
descripción de esta interacción debe hacer uso de la teoría de muchos
cuerpos, puesto que el electrón externo interactúa esencialmente con los
electrones del medio, y los efectos no locales de intercambio y correla-
ción juegan un papel importante en dicha interacción (siempre y cuando
la velocidad del electrón no sea mucho mayor que la de los electrones
del medio). La magnitud fundamental en este caso es la autoenergía del
electrón. Su parte real corresponde a la modificación de la energía del
electrón por efecto del potencial de intercambio y correlación, y su
parte imaginaria está relacionada con la vida media del estado y, por
tanto, con la pérdida de energía de un electrón que incide sobre un sóli-
do.
El problema de la pérdida de energía de electrones en interacción
con sólidos (Bet he , 1930; Ritchie, 1957, 1959) ha sido tratado extensa-
mente en la literatura. Uno de sus campos de aplicación más inmediatos es
la espectroscopía de pérdida de energía electrónica (EELS) (Raether,
1980; Werner y Garten, 1984). El reciente desarrollo del microscopio
electrónico de barrido y transmisión (STEM) (Brown, 1981) ha abierto
nuevas posibilidades de experimentación en este campo al permitir obtener
con un haz de electrones muy localizado (~0.5 nm de diámetro) los espec-
tros de pérdida de energía electrónica o de emisión de rayos X de zonas
muy reducidas de la muestra, del mismo orden de tamaño que el haz. En
particular el STEM ha permitido el estudio de los cuerpos sólidos de
pequeñas dimensiones, del orden de unos nanómetros (Batson, 1980, 1982a y
b; Batson y Treacy, 1980). En el capítulo segundo abordamos este problema
para el caso simple de esferas metálicas. La importancia de los sólidos
de pequeñas dimensiones reside en su aplicación tecnológica en los campos
de catálisis, quimisorción, aerosoles y microelectrónica, por ejemplo.
Estudiamos en primer lugar los modos de oscilación del gas de electrones
libres de una esfera mediante el modelo hidrodinámico cuántico (Bloch,
1933), que nos permite poner énfasis en las características de dichos
modos y obtener el campo de plasmones asociado. Este modelo permite ade-
más incluir efectos no locales de dispersión que, como veremos, son im-
portantes en los valores de la energía de los modos. A continuación cal-
culamos en aproximación de Born la probabilidad de pérdida de energía de
3un electrón incidente por excitación de plasmones en la esfera, lo que
equivale, como demostramos en el siguiente capítulo, al cálculo de la
parte imaginaria de la autoenergía del electrón. Los resultados experi-
mentales han puesto de manifiesto que la pérdida de energía del haz inci-
dente depende en gran medida de la geometría del sistema haz-partícula
sólida (Batson y Treacy, 19BO, Batson, 19B2al. Con el fin de explicar
esta dependencia hemos hecho nuestros cálculos con un haz electrónico de
perfil gaussiano para distintas anchuras del haz, parámetros de impacto y
tama¡os de la esfera. Los resultados que obtenemos están en buen acuerdo
cualitativo con las medidas experimentales.
La teoría que desarrollamos en el capítulo segundo es válida para
sólidos esféricos con una respuesta de gas de electrones libres. Para la
interpretación de un mayor rango de posibilidades en experimentos de
pérdida de energía, sin embargo, es claramente necesaria una teoría más
general, que permita otras geometrías para el sólido y admita funciones
respuesta más completas para el cristal. Con esta finalidad, en el capí-
tulo tercero desarrollamos una teoría de la pérdida de energía de elec-
trones en sólidos. Obtenemos una expresión general para la autoenergía de
un electrón incidente, válida para cualquier geometría y cualquier fun-
ción respuesta dieléctrica local e(w) del sólido. Del cálculo de la parte
imaginaria de esta autoenergía obtenemos expresiones para la probabilidad
de pérdida de energía de un electrón que incide sobre superficies planas
y sólidos esféricos. Estas expresiones son aplicables, para un haz estre-
cho, a experimentos de STEM y para haces anchos a experimentos de trans-
misión de electrones que usen haces menos focalizados (Fujimoto et al,
1967; Petersen, 1977). Además, la teoría que desarrollamos es válida para
obtener un potencial óptico para LEED y RHEED, así como en cualquier tipo
de situaciones que involucren electrones y superficies, como por ejemplo
en el problema de los estados electrÓnicos superficiales, como veremos en
el capítulo cuarto. Además de conseguir resultados nuevos, por ejemplo
para un haz estrecho que atraviesa una esfera, se obtienen como casos
particulares de nuestros resultados los cálculos existentes hasta la
fecha (Fujimoto y Komaki, 196B; Lushnikov y Simonov, 1975; Na¡ez et al,
19BO), de modo que podemos poner de manifiesto las distintas aproximacio-
nes que se han hecho en cada uno de ellos.
Cuando un electrón se mueva por la superficie de un cristal con una
energía en la dirección normal a la superficie que corresponda a un gap
de la estructura de bandas del sólido, no podrá penetrar en el mismo al
4impedírselo la difracción de Bragg y será reflejado hacia el exterior.
El electrÓn podrá quedar entonces en un estado ligado a la superficie si
es reflejado hacia el sólido por el potencial de barrera superficial y
queda atrapado entre ~ste y el gap del sólido (Echenique y Pendry, 1978).
Para energías en la dirección normal a la superficie cercanas al cero
del vacío las propiedades de los estados superficiales vienen dominadas
por las características de largo alcance del potencial de barrera, del
tipo del potencial imagen clásico -1/4z donde z es la distancia a la
superficie, de modo que la función de onda del electrón queda situada en
el lado exterior de la superficie y se forma una serie de Rydberg de
estados. Esto hace que las propiedades de estos estados, llamados esta-
dos imagen, se vean muy poco afectadas por las características concretas
del cristal y que estos estados se presenten de forma muy general en
prácticamente todo tipo de superficies, ya se trate de aislantes o meta-
les, por ejemplo. La reciente observación de estados imagen por fotoemi-
siÓn inversa (Johnson y Smith, 1983; Altmann et al, 1984; Straub y Himp-
sel, 1984; Rheil et al, 1984; Hulbert et al, 1985; Goldmann et al, 1985)
y fotoemisión de dos fotones (Giesen et al, 1985, 1986) ha provocado un
gran inter~s por estudiar teóricamente sus propiedades (Smith, 1985a y b¡
Echenique, 1985; Hulbert et al, 1985; Echenique et al, 1985; Goldmann et
al,1985¡ Echenique y Pendry, 1986a y b í • La teoría general desarrolla-
da en el capítulo tercero puede aplicarse como caso particular al cálculo
de la autoenergía de un electrón en un estado imagen. En el capítulo
cuarto desarrollamos este tema. La parte real de la autoenergía nos per-
mite obtener la energía de ligadura del estado y su masa efectiva en la
dirección paralela a la superficie, y su parte imaginaria nos da la vida
media del mismo. Estudiamos en primer lugar la influencia en estos pará-
metros de la funciÓn respuesta diel~ctrica del medio. 'En particular,
el uso de una funciÓn respuesta obtenida de experimentos nos permitirá
explicar ciertas energías de ligadura que no concuerdan con cálculos
realizados con funciones respuesta del tipo polo de plasmón. Consideramos
despu~s, por primera vez, el efecto del momento del electrón en la direc-
ciÓn paralela a la superficie y la penetración de la función de onda del
estado en el interior del sólido. Comprobamos que, aunque esta penetra-
ciÓn aumenta la masa efectiva y disminuye la vida media de los estados,
su efecto es poco importante y no varía cualitativamente los resultados.
Por otra parte, si la partícula que interactúa con el cristal es un
ion su gran masa permite que para el cálculo de su interacción con sóli-
5dos se empleen con buenos resultados teorías semiclásicas. De hecho,
puede definirse una autoenergía para el ion a partir de su hamiltoniano
de interacciÓn con el gas de electrones, pero esta autoenergía se reduce
al potencial complejo que se obtiene en la teoría semiclásica de la res-
puesta dieléctrica lineal del gas de electrones. Es interesante en parti-
cular el caso en que interactúan con el cristal iones moleculares rápi-
dos. Los experimentos con haces de iones moleculares han puesto de mani-
fiesto que la probabilidad de excitación del sistema por un agregado de n
iones es distinta de la que se obtiene de sumar la contribución de los n
iones aislados (Gemmell et al, 1975, 1976; Laubert y Chen, 1978; Vager et
al, 1976; Eckardt et al, 1978). Este hecho se interpreta en términos de
la interacción entre los iones del agregado debida al llamado potencial
de estela (Neelavathi et al, 1974; Ritchie et al, 1976; Vager y Gemmell,
1976; Echenique et al, 1979) que está causado por el apantallamiento
dinámico que aparece cuando el ion se mueve con velocidad mayor que
vo=e2f~. Experimentos recientes de producción de rayos X (excitación de
capas internas) en aluminio han dado resultados respecto a la existencia
de este "efecto molecular" que dependen del material que contiene al
aluminio. Hemos calculado en el capitulo quinto la probabilidad de exci-
tación de un electrÓn de una capa interna atómica por un ion mOlecular,
representando al electrÓn ligado por un osci1ador armónico clásico. El
modelo del oscilador armÓnico tiene la ventaja de ser manejable y da
buenos resultados cualitativos (Basbas y Ritchie, 1982). El cálculo de la
energía transferida al oscilador por los iones incidentes es, además,
esencialmente equivalente al de la probabilidad de transiciÓn en aproxi-
maciÓn de Born para que un oscilador cuántico de la misma frecuencia w
aumente su energía en ~w debido al término lineal del desarrollo en serie
del potencial de interacciÓn. De nuestros resultados para la energía
transferida al oscilador se deduce una posible explicación para el dis-
tinto comportamiento del aluminio en los resultados experimentales con
distintos materiales.
Finalmente exponemos las conclusiones obtenidas de los resultados de
este trabajo. A lo largo del mismo empleamos el sistema de unidades ató-
micas (u.a.), en el que ti = m = e2 = 1, donde m es la llIasadel electrón,
excepto cuando se indique 10 contrario.
62. PERDIDA DE ENER6IA DE ELECTRONES EN INTERACCION CON ESFERAS "ETALICAS
2.1. Introducción
Entre las técnicas analíticas que utilizan haces de partículas o
fotones para determinar las propiedades de los sólidos, la que tiene una
mayor resolución en tamaño (Ruoff y Chan, 1982) es la espectroscopía de
pérdida de energía de electrones (EELS). En esta técnica se hace incidir
un haz electrónico sobre una muestra y se mide la energía que ha perdido
el haz una vez la ha atravesado. Las pérdidas de energía son caracterís-
ticas de cada material que se usa como blanco. La descripción teórica de
este proceso exige el estudio de la interacción dinámica entre el elec-
trón incidente y el blanco. El uso de haces de electrones estrechos (~1
nm) permite obtener información sobre zonas muy pequeñas de la muestra.
En particular permite el estudio de las propiedades de sólidos de peque-
ñas dimensiones.
Entre la física del sólido y la física molecular existe un amplio
intervalo de sistemas físicos que suelen llamarse pequeñas partículas.
Sus dimensiones (~10-1000 A) son suficientemente grandes como para estar
formadas por un gran número de átomos o moléculas y sin embargo son lo
bastante pequeñas como para que sus propiedades sean distintas de las
del sólido y dependan del tamaño de la partícula. En particular, los
niveles de energía electrónicos son discretos, debido al tamaño finito
de la partícula (Parenboom et al, 1981; Puska et al, 1985; Eckardt,
1985a), y los efectos de superficie se vuelven importantes. Aparte de por
su interés intrínseco, el estudio de las pequeñas partículas está justi-
ficado por su importancia tecnológica en los campos de catálisis, quimi-
sorción, aerosoles, etc., y porque la próxima generación de componentes
en microelectrónica tiene unas dimensiones por debajo del micrometro que
ya se acercan a las que hemos citado.
La física de las pequeñas partículas ha sido estudiada extensamente.
7Los artículos de Knight (1973), Hughes y Jain (1979) y Parenboom et al
(1981) son recopilaciones sobre el tema. Aunque también se han estudiado
partículas elipsoidales (Little et al, 1984), la mayoría de trabajos se
han realizado sobre partículas esféricas. Los estudios experimentales de
pequeñas partículas esféricas se han efectuado mediante absorción de luz
(Doremus, 1964, 1965; Genzel et al, 1975; Smithard, 1973) y pérdida de
energía de electrones (Fujimoto et al, 1967; Fujimoto y Komaki, 1968;
Kreibig y Zacharias, 1970; Petersen, 1977; Batson, 1980 y 1982). La inte-
racción de ondas electromagnéticas con esferas metálicas y su modo dipo-
lar de excitación fue ya estudiada desde el punto de vista clásico a
principios de siglo por Mie (1908). La teoría clásica predice para los
modos normales de excitación del gas de electrones en una partícula metá-
lica energías independientes del tamaño de la misma, cuyo valor es
WP (2.1)
para el modo l-ésimo, donde E es la constante dieléctrica del medio infi-
nito que rodea a la partícula, y Wp es la frecuencia de plasma del metal
considerado. Cálculos cuánticos (Fróhlich, 1937; Kawabata y Kubo, 1966)
que tienen en cuenta los niveles de energía discretos para los electrones
dan energías de excitaciÓn Wl que aumentan al disminuir el radio de la
esfera, para radios pequeños. El mismo comportamiento cualitativo se
obtiene (Crowell y Ritchie, 1968) a partir del modelo hidrodinámico li-
nearizado de Bloch (1933). En este capítulo utilizaremos este modelo
para obtener los modos normales de oscilación del gas de electrones en
la esfera, tanto los que tienen un carácter localizado en la superficie
(plasmones superficiales) como los que involucran a toda la esfera (plas-
mones de volumen). Describiremos un conjunto de modos de volumen que no
han sido citados previamente en la literatura.
El desarrollo reciente del microscopio electrónico de barrido y
transmisiÓn (STEM) de alta resolución (Brown, 1981) ha renovado el inte-
rés por los estudios de pérdida de energía de electrones en pequeñas
partículas. Este instrumento debido al estrecho haz (~5 A) electrónico
que usa, permite medidas de espectroscopía de pérdida de energía electró-
nica en regiones muy localizadas de blancos extensos (Batson, 1980 y
1982; Batson y Treacy, 1980). Desde el punto de vista teórico, se han
realizado cálculos de pérdida de energía de electrones en esferas para
8haces anchos, representando el electrón incidente por ondas planas
(Crowell y Ritchie, 1968), o por promedios de electrones clásicos sobre
parámetros de impacto (Fujimoto y Komaki, 1968; Schmeits, 1981). El caso
de un haz estrecho, que corresponde a los experimentos realizados con el
STEM, ha sido analizado por Schmeits (1981) para los primeros modos de
la esfera, usando un electrÓn clásico incidente con parámetro de impacto
fijado. Todos estos cálculos utilizan esferas con respuesta de electrones
libres. Un cálculo válido para cualquier respuesta del medio E(wl y para
cualquier modo 1 con un electrÓn clásico incidente por el exterior de la
esfera ha sido realizado por Ferrell y Echenique (19851.
En este capítulo estamos interesados en calcular la pérdida de ener-
gía de un haz electrónico de anchura finita, y comparar los resultados
con los que se obtienen con un haz ancho (onda plana) y un haz de anchura
puntual (partícula clásica). Este cálculo nos permitirá determinar la
influencia del tamaño relativo del haz electrÓnico respecto al radio de
la esfera en la probabilidad de pérdida de energía del haz (Barberan y
Bausells, 1985). Estos efectos de geometría han sido observados en los
experimentos (Batson y Treacy, 1980; Batson, 1982). Nuestros resultados
serán válidos para electrones con energías iniciales ~100 KeV, pues para
energías mayores empiezan a ser importantes los efectos relativistas. Por
otra parte los electrones deberán ser suficientemente rápidos (E»wp) como
para que algunas de las aproximaciones que haremos respecto a despreciar
su retroceso en las transiciones de pérdida de energía sean válidas. Esta
segunda condición se cumple sin problemas en un experimento de STEM.
Calcularemos en primer lugar los modos de oscilación cuantificados
de la esfera (plasmones) y a continuaciÓn usaremos el hamiltoniano de la
esfera libre en segunda cuantificaciÓn para determinar la probabilidad
de pérdida de energía de un haz electrÓnico incidente por excitaciÓn de
plasmones en la esfera. Este es el mecanismo dominante de pérdida de
energía para electrones a las energías cinéticas (~50-100 KeV) que se
utilizan en los experimentos de STEM.
El mismo modelo puede aplicarse con pequeñas modificaciones al cál-
culo de la pérdida de energía de un haz de electrones en una cavidad
esférica situada en un metal. Trataremos este caso al final del capitulo.
92.2. Modos normales de la esfera
2.2.1. Modelo hidrodinámico
Vamos a calcular a continuación los modos normales de una esfera
metálica en el modelo "jellium", en el que se representa al metal por un
gas de electrones con un substrato de carga positiva estacionario, usando
el modelo hidrodinámica cuántico de Bloch (1933). las ventajas de este
modelo son que permite usar técnicas perturbativas para el cálculo y que
pone énfasis en las resonancias del sistema de electrones, que justamente
es lo que queremos describir. Para esferas muy pequeñas (~10 A) el modelo
deja de ser válido porque los electrones responden esencialmente como
libres y no de forma colectiva (Puska et al, 1985) debido a que el tamaño
de la esfera es comparable a la distancia media entre los electrones.
Las ecuaciones de movimiento de un sistema no relativista formado
por un gas de electrones libres de densidad n(L) y velocidad ~(L) y un
substrato positivo de densidad de carga Z I(L) son (Wilems y Ritchie,
1968; Ritchie y Wilems, 1969)
a ~ 1 a a. 1 ~ l 'íJ a2n--+ ( Y.... 'l.) Y... = (--- + ~) - -Y... x ('íJ:<A) -a t e a t e 2 n -
('íJ2 _1 a2 a. l'l. a 4n- -) = at~ + -n Y...2 at2 e ee
(2.2)
(2.3)
'íJ2 ~ = 4 n (n - Z 1) (2.4)
donde c es la velocidad de la luz en el vacío y a. y ~ son los potenciales
electromagnéticos. la ecuación (2.2) es la ecuación hidrodinámica de
Euler para un plasma, donde los dos primeros términos de la derecha de la
igualdad son la fuerza de lorentz y el último es debido a la presión del
gas de electrones libres. a se toma de manera que reproduzca la relación
de dispersión de los plasmones de volumen en la aproximación de fases
aleatorias (RPA), aZ=3 VF2/5, donde VF es la velocidad de Fermi para el
metal considerado. Suponemos que la densidad n varía suficientemente
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despacio con la posición como para que una distribución de Fermi degene-
rada local sea válida en cada punto del espacio. La ecuación (2.3) es la
del potencial vector escrita en el gauge de Coulomb (Jackson, 1975), y
(2.4) es la ecuación de Poisson. Estas dos últimas ecuaciones contienen
implícitamente la ecuación de continuidad
:ll!..at + '1.. (ny) = O (2.5)
y son equivalentes a las de Maxwell juntamente con la condición '1.. a =0.
Introduciendo el potencial de velocidades
'1. '1' = e - Y.. (2.6)
y la aproximación no retardada (c~m), las ecuaciones (2.2)-(2.5) quedan
ir= l (V' '1')2 + ~ ~2 ~at 2 - 2
V' Al. = 4 1f n '1.'1'- at
V'2 ~ = 4 1f (n - Z 1)
:ll!..= '1.. (n '1.'1')at
(2.7)
(2.8)
(2.9)
(2.10)
El hamiltoniano del sistema en la misma aproximación toma la forma
(Wilems y Ritchie, 1968)
H = [- l~ (n-Z 1) +!l. (V' '1')222-
9 2
+ 10 s n] (2.11)
Las ecuaciones de movimiento y el hamiltoniano pueden linearizarse.
Suponemos que la densidad electrónica, el potencial escalar y el poten-
cial de velocidades pueden desarrollarse en serie en la forma
11
n{L,t)= nO ([.l+ n1{L,t) + n2{L,t) + ... (2.12)
§(t:..,t)=§O(r:) + §l{t:..,t)+ §2(t:..,t)+ ... (2.13)
'f{t:..,tl='fl(t:..,t)+ 'f2{t:..,tl+ ... (2.14)
donde en cada serie cada término es mucho mayor que el siguiente. Susti-
tuyendo estas expresiones en (2.7)-(2.10) obtenemos, en orden cero
(2.15 )
(2.16)
donde eo=e(no), y en primer orden
a'f1 _
a t -
213
0
nO ni {2.17>
(2.18 )
(2.19 )
(2.20)
Las ecuaciones en orden cero se reducen al modelo de Thomas-Fermi
<Thomas, 1927; Fermi, 1928) para el potencial estático autoconsistente
§o. Dada la densidad de partículas positivas lo{O, las relaciones (2.15)
y (2.16) nos permiten en principio obtener la densidad electrónica está-
tica no en cuyas perturbaciones estamos interesados. Sin embargo no se
conoce exactamente la forma de 10(L), aunque una aproximaciÓn razonable
es suponer que la densidad de iones es constante hasta un valor R cercano
al radio de la esfera y que decae de forma abrupta hasta cero en este
punto. La densidad electrónica deberá ser prácticamente constante e igual
a no= Z lo en el interior de la esfera, aunque cerca de la superficie
debe haber variaciones respecto a este valor debido a la redistribución
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de la carga electrónica que contribuye a la función trabajo del metal.
En la figura 2.1.a mostramos el resultado del modelo de Thom~s-Fermi
para una superficie metálica plana (García Moliner y Flores, 1979) que
nos muestra este efecto. Cálculos más realistas que emplean el formalismo
del funcional de densidad para obtener la densidad electrónica en esferas
con un substrato abrupto de carga positiva dan los resultados que apare-
cen en la figura 2.1.b (Puska et al. 1985). En nuestro cálculo usaremos
la siguiente aproximación (Wilems y Ritchie, 1968) que, manteniendo las
características esenciales de la física del problema, simplifica notable-
mente los cálculos. Supondremos que no(~)= no + 8no(~), donde no es la
densidad electrónica constante del interior de la esfera y 8no(~), la
fluctuación de densidad estática, es en promedio mucho menor que no, para
r<R. Para r>R supondremos que la densidad electrónica es nula. Esta apro-
ximaciÓn nos permite simplificar las ecuaciones (2.17)-(2.20) (eliminamos
la ecuación (2.18) pues puede obtenerse de (2.19) y (2.20»
3'ft = B2
- §1 +
-.Q.
n1a t nO
V2 § = 4 1T n
11
(2.21)
(2.22)
an 1 _
a t - nO (2.23)
Con los desarrollos en serie (2.12)-(2.14), el hamiltoniano (2.11)
queda de la forma
[~ (V 'f )2 _ §1
2 - 1 ""2n1 (2.24)
en segundo orden del desarrollo. El término de orden cero es una contri-
buciÓn constante a la energía del estado fundamental del sistema y no lo
consideraremos, y el término de primer orden se anula por conservación
de la carga.
-------
-0.5 o z· 0.5
~~'-'.
'; •• '0,/
Fig.2.1.a. Densidad electrónica estática para una superficie plana seqán el delo de ThQlas-Ferli. El
paráletro adilensional z· viene dado por z*=O.36235 n01/6 z, donde z es la distancia a la superfi-
cíe (6arcia "oliner y Flores, 19791.
0.012 t-----,-----y----,--,------y----r-----,
0.08 -,.....- -,
~
~ \.....-
Lo- \•.......••.c:
0.04 \
\
O~~--~--~--~~~~--~
O 4 8 12
Fig.2.1.b. Densidad electrónica estática para una esfera de Li (línea discontínual ca1cu1ada lediante
el forlalislo del funcional de densidad. La linea continua luestra la densidad de carqa positiva del
substrato (Puska et al, 19851.
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2.2.2. Cálculo de los modos normales
Vamos a aplicar las ecuaciones (2.21)-(2.23) a una esfera de radio
R. Consideraremos las siguientes condiciones de contorno
a) Continuidad del potencial
(2.25)
b) Continuidad de la componente normal del desplazamiento eléctrico
= a r (2.26)
donde Eo es la constante dieléctrica del medio exterior a la esfera, y
~< (~» es el potencial en el interior (exterior) de la esfera.
c) Anulación de la velocidad radial de la fluctuación del gas de
electrones en la superficie
d'f(Gt)
a r ] = 1)r=R
(2.27)
La condición c) es consecuencia de exigir que las densidades de carga y
de corriente sean finitas por doquier (Forstmann, 1979).
Aplicamos a (2.21) el operador laplaciano y sustituimos (2.22) y
(2.23). Nos queda, poniendo de aquí en adelante B=Bo
2
~- 2 - - 4 n n1 nO +a t
2
'i/ n 1 (2.28)
Ahora bien, 4nno = W~2, la frecuencia de plasma del gas de electrones, y
por tanto
(2.29)
En esta ecuación para la fluctuación de densidad electrónica podemos
separar las variables espaciales de la temporal, mediante la sustitución
(2.30)
.
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Entonces de (2.29) obtenemos
..
T
T
'iJ2n _ 2
wn p (2.31)
Cada uno de los términos de esta ecuación debe ser igual a una constante,
que llamaremos -w2• Por tanto
2 2w - w
'iJ2n + ( p ) n = o
(!2
.. 2
T = - W T
(2.32)
(2.33)
De (2.33) obtenemos inmediatamente
T(t)= '? ±i wte (2.34)
donde 7 es una constante arbitraria. Si ponemos
2 2w - w
p (2.35)
la ecuación (2.32) nos queda
2 2'iJ n+k n=O (2.36)
que es la ecuación de Helmholtz. En coordenadas esféricas admite la sepa-
ración de variables
(2.37>
con la que se obtienen las ecuaciones
[ d2 2 d k2 _ 1 (1+1) ] R(r) O-- + - -+ =dr2 r dr 2r
'iJ2 f (e,cp) 1(1+1) f(e,cp) o+ =fl 2
r
(2.38)
(2.39)
que tienen por soluciÓn las funciones esféricas de Bessel y los armónicos
esféricos, respectivamente
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(2.40)
La solución general de (2.36) es entonces
n([} = 1~0 Elm=-l (2.41)
Puesto que Y1(X) diverge en el origen, y n([} debe ser finita para
todo riR, tenemos que tomar B1m=0, con lo que finalmente
n([) = l~m Alm jl(kr) Y1m<e,!p) (2.42)
En lo que sigue incluiremos la constante A1m dentro de la constante 71
que aparece en la parte temporal de n(c.,t) (ecuación (2.34».
De (2.22) el potencial es igual a la suma de la solución de la ecua-
ción homogénea (Laplace) más una solución particular de la forma (2.42)
~ (c., t )= l:1, m + C.c. ;r~R
(2.43)
~(c.,t)= l~m Clm(t) rl Ylm(f.I,!p)-l~m :; r t t ) jl (kr ) Ylm(9,IjI) + cv c , ;riR
donde c.c. indica el complejo conjugado. Aplicamos ahora la condición de
contorno (2.25) al potencial
B (t) C (t) R21+1 - 4Tr r t t ) Rl+1 jl(kR)1m = 1m k2 (2.44)
La condición de contorno (2.26) nos da
B (t)= - C (t) R21+11m 1m
1
k jí (kR)
E
O
(l+ll (2.45)
donde j1' (x) es la derivada de la función de Bessel respecto al argumen-
to. De (2.44) y (2.45) se obtiene inmediatamente
kR ji (kR) - 1 jl (kR)
E
O
<l+ll + 1 (2.46)
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EO(l+1) jl (kR) + kR jí (kRl
R1 [E
O
(l+1) + lJ
(2.47l
La tercera condición de contorno (2.27) la aplicamos a la ecuación
(2.21) que queda de la forma
dn ]
dr r=R
(2.48)
es decir, usando (2.42), (2.43) Y (2.47l
2
k jl'(kR) = L k j' (kR)nO 1 (2.49)
Sustituyendo
(2.50)
j' (x ) = _1_ [1 j (x) (1+1) j (x)J1 21+1 1-1 - 1+1 (2.51)
y operando se obtiene finalmente
2 2 1 (EO -1)w [ w + 1 ]( 1 - ~) 1 jl-l (kR) = (l+ 1) jl+1 (kR) ~ (2.52)2 2 1 + EO(l+llw w
que es la ecuación que determina la energía de los modas normales de la
esfera en función del radio R de la misma. Aunque este resultado había
sido ya obtenido por Crowell y Ritchie (1968), no se había efectuado
hasta el presente el estudio de los correspondientes modos cuando se
incluye la dispersión (a#O). La fluctuación de densidad electrónica para
el modo "1" de la esfera es proporcional a jl(kr) (ver ecuación (2.42».
La función jl(Z) es oscilante para Z real y tiene un comportamiento expo-
nencial para z imaginario puro. En este último caso la fluctuación de
densidad electrónica se concentra cerca de la superficie de la esfera, lo
que es la característica que define a un modo de superficie. Para z real,
en cambio, la fluctuación de densidad se extiende a toda la esfera y
diremos por tanto que tenemos un modo de valumen.
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2.2.3. Estudio de los modos de superficie
Como hemos dicho los modos superficiales corresponden a un argumento
kR de la funciÓn de Bessel imaginario puro. De acuerdo con (2.35) esto
significa que w(wP. En la figura 2.2 representamos la dependencia de la
energía de los tres primeros modos de superficie con el radio de la esfe-
ra según (2.52) para una esfera de aluminio situada en vacío. Salvo para
radios pequeños el argumento de las funciones de Bessel es grande y pue-
den sustituirse por sus formas asintóticas
. 1
1
x_e__
2x
(2.53)
con lo que (2.52) se reduce a
= W
P
(2.54)
que coincide con la expresión clásica (2.1). El valor constante de Wl
para R grandes puede verse perfectamente en la figura 2.2. De (2.54)
vemos que, para 1 grandes y la esfera en vacío (Eo=l>, Wl tiende al valor
del modo de superficie para una superficie plana Ws = w~/42, como era de
esperar.
Según la teoría clásica, el efecto principal de la reducción del
tamaño de las partículas sobre la energía de los modos de oscilación es
la disminución del recorrido libre medio de los electrones dentro de la
esfera. Al incluir este efecto, la condición de resonancia para el modo
1=1 en la teoría clásica de Drude es (Parenboom et al, 1981)
2
WJ!.. (2.55)
2
W
de donde
(2.56)
que, para R» tiende al valor (2.54), mientras que al disminuir R va
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Fig.2.2. Energía de los tres prileros Iodos superficiales en función del radio, para una esfera de aluli-
nio en vacío. Se indica el índice 1 de cada lodo.
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decreciendo. Este resultado es opuesto al que obtenemos de (2.521. Sin
embargo el resultado de (2.52) está de acuerdo con los cálculos (Jain y
Arora, 1974; Genzel, Martin y Kr e í b í q , 1975; Ganiére et al, 1975; Genzel
y Kreibig, 19801 que usan funciones respuesta del medio calculadas en
mecánica cuántica teniendo en cuenta que los niveles de energía electró-
nicos se discretizan al disminuir R (Kawabata y Kubo, 19661. En particu-
lar, Genzel, Martin y Kreibig (19751 dan el resultado aproximado, para el
modo dipolar (1=1)
+ 0,52 (2.571
donde L es el tamaño de la partícula. El resultado de (2.52) también
coincide con el cálculo de Boardman y Paranjape (1977) que usa la teoría
de electrones libres incluyendo dispersión y retardo, cuando se desprecia
este último. Los resultados experimentales parecen confirmar los modelos
en que, como obtenemos aquí, la energía del modo crece al disminuir R
(Parenboom et al, 19811. Algunos experimentos ópticos, sin embargo, han
dado el resultado opuesto (Smithard, 1973 y 1974; Smithard y Tran, 1974;
Ganiere et al, 1975) pero han sido explicados en el contexto de modelos
que tienen en cuenta el perfil de densidad electrónica en la superficie
(Ascarelli y Cini, 1976; Boardman y Paranjape, 1977; Ruppin, 1978).
El comportamiento de Wl (R) para R muy pequeños es también interesan-
te. Wl aumenta al decrecer R hasta llegar a Wp donde la soluciÓn deja de
existir. Esto es debido, como ha puesto de manifiesto Eckardt (1985bl a
que la respuesta de los electrones pierde su carácter colectivo y los
plasmones decaen en excitaciones partícula-hueco. En efecto: un modo
superficial de la esfera está localizado a una distancia zR del centro.
Puesto que P1 (cosel tiene 21 nadas al variar e en 2n, la longitud de onda
del modo 1 será del orden de A1Z 2nR/l. El vector de onda correspondiente
es
q1z l/R (2.58)
Para 1 grandes, puesto que A1/2nR z 111, la longitud de onda de la fluc-
tuación de carga es pequeña comparada con el radio de la esfera, y por
tanto la superficie esférica debe comportarse de forma parecida a una
superficie plana. Ahora bien, para una superficie plana existe un vector
de onda máximo (Wikborg e Inglesfield, 19771, kc :::;wp/v,. en RPA, a partir
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del cual los plasmones superficiales decaen en pares electrón-hueco. En
nuestro caso, segQn (2.58), para una 1 dada existirá un radio minimo
R c
N
N
vF
w
P
(2.59)
tal que para R menores el modo colectivo decaerá en excitaciones elec-
trón-hueco. Por otra parte, de nuestra ecuación (2.52) obtenemos para
Eo=l modos superficiales para R mayores que
1 Irí
-- (21+1> (21+3) ]
1+1
(2.60)
que, puesto de e= \rI v
~5 F
-. ~ 2 ir :F
p
se comporta para 1 grandes como
(2.611
en buen acuerdo con (2.59), que es solamente un cálculo de orden de mag-
nitud.
En la figura 2.3.a mostramos la fluctuaciÓn de densidad electrónica
n(r) para los dos primeros modos superficiales, para una esfera de Al de
radio 100 a.u. en vado, a lo largo de la dirección (€I=O,cp=O). En la
figura 2.3.b representamos n(r) para 1=1 y distintos valores del radio.
Vemos que a medida que R disminuye y w se acerca a Wp la fluctuación de
densidad afecta más al interior de la esfera, hasta que cerca de Re=3.382
a.u. su amplitud disminuye, siendo nula en Re.
2.2.4. Estudio de los modos de volumen
Los modos de volumen corresponden a un argumento kR de la funciÓn
de Bessel real, y por tanto a WJWp. Para Eo=1, pongamos (2.52) en la
forma
1+1
1
jl+1(Q)
jl-1(Q) =
2aQ (2.62)
2
1+aQ
donde Q=kR, Y a=[e/(wpR»)2. Para Q= Pl+l,v, el cero Y-ésimo de jl+1(X),
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Fig.2.3.a. Fluctuaci6n de densidad electrónica nlr) para los dos prileros Iodos superficiales (---- 1=1¡
•••• 1=2i, para una esfera de Al de radio 100 u.a. en vacío, a lo largo de la dirección e=o, '=0.
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Fig.2.3.b. Fluctuación de densidad electrónica n(r) para el lodo 1=1 y distintos valores del radio (----
R=100¡ - - - R=10j •••• R=4) para una esfera de Al en vacío.
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el término izquierdo de (2.62) vale 0, mientras que, según (2.51), para
Q= P'l.Y+l, el cero (v+1)-ésimo de jl' (x), el mismo término vale 1. Ahora
bien, el término de la derecha de (2.62) tiene sus valores restringidos
al intervalo entre 0, para Q=O, y 1, para Q-+m. Asi pues, mientras en el
término de la derecha la Q barre un intervalo de ° a m, en el término de
la izquierda recorre el intervalo Pl+1.Y S Q i P·l.Y+l, que es general-
mente muy pequeño. Por tanto existirá seguro una solución de (2.62) en
dicho intervalo, que en general estará más cerca de Pl+l.Y. Tomaremos
pues como aproximación a las soluciones de (2.62) los valores
kR = Pl+l,y (2.63)
Este resultado es exacto para 1=0. Entonces, según (2.35)
2= WP (2.64)
A diferencia de lo que ocurría con los modos superficiales, la ecua-
ción (2.64) es válida en este caso para todo valor de R, puesto que
(2.62) siempre tiene solución. En la figura 2.4 representamos la varia-
ción de w con R para algunos modos. Vemos que salvo para radios muy pe-
queños, todos los modos tienen una energia que será experimental.ente
indistinguible de Wp.
Los modos de volumen quedan pues determinados por el índice angular
1 y el índice radial v, y cada uno de ellos tiene una degeneración 21+1
debido a los posibles valores del índice azimutal m. Para el modo l,v la
fluctuación de densidad tiene 1 nodos angulares y v nodos radiales. En la
figura 2.5 mostramos la fluctuación de densidad para los dos primeros
modos de 1=0 y 1=1 de una esfera de Al en vacío, en función de la coorde-
nada radial, según la dirección (e=o,,=O). La conservación de carga ex-
cluye el modo 1=0, y=O, puesto que
(2.65)
debido a (2.63). La integral de la fluctuación extendida a toda la esfera
debe ser cero, y por tanto el modo 1=0, y=O queda excluido. Para 1)0 la
integral es siempre nula porque la función angular tiene un promedio nulo
sobre toda la esfera.
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2.3. CuantificaciÓn del hamiltoniano
En el apartado anterior hemos encontrado los modos normales de osci-
laciÓn del gas de electrones de la esfera. A continuaciÓn escribiremos el
hamiltoniano en funciÓn de dichos modos normales, lo que nos permitirá,
según el procedimiento habitual, proceder a la cuantificaciÓn del siste-
ma. Con ello nos quedará fijada la constante arbitraria ~1 que nos apare-
ce (dentro de T(t)1 en el potencial y la fluctuaciÓn de densidad de car-
ga.
Consideremos el hamiltoniano (2.241. Podemos sustituir en él la
fluctuaciÓn de densidad, dada por (2.301 y (2.421 Y el potencial, dado
por (2.431. En cuanto al potencial de velocidades, según (2.231 estará
formado por dos términos: la soluciÓn general de la ecuaciÓn de Laplace
(para r<RI y una soluciÓn particular del tipo (2.421, es decir
'f(Gtl=IE , m (2.661
La condiciÓn de contorno (2.27) nos permite obtener
(2.671
Dividimos a continuaciÓn el hamiltoniano (2.241 en tres términos. El
primero de ellos lo podemos escribir como
(~'t') 2 = (2.681
Si tenemos en cuenta (2.231 podemos escribir ~2't'en función de la deri-
vada de n(r..,tl,y 't'(Gtl viene dado por (2.661. Al sustituir en (2.681
se obtiene, después de usar las propiedades de ortogonalización de las
Yl",CÍ/1y operar
~1H =
1 2 k2 2nO
H+ (2.69)
donde
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(2.70l
R
p - 1 dr
o
1+2
r jl(kr) = (2.71)
R
v - f dr
1)
2 ,..,
r j~(krl
3
= ~ (j~(kRl-jl+l (kRljl_l (kRll (2.72.a)
(k imag.)
(2.72.bl
(k real)
El segundo término del hamiltoniano es
(2.73)
C1m(t)
Sustituimos n(~,tl y ~(~,tl Y obtenemos, como antes, con Clm= T(tl
*TT +c.c.] (2.74)
El tercer término del hamiltoniano
2
n (2.75)
se obtiene al sustituir n(~,t) y da
2
H3 = L2nO
m *E [(-1) V TT + v. TT + c.c.l1, m • (2.76)
El hamiltoniano total es pues
H = Hl + H2 + H;, (2.77)
En (2.77) se anulan los términos correspondientes a TT y a T*T*. En efec-
to, usando (2.50) Y (2.51) en (2.47> obtenemos
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kRl-1
2
4n r t t ) ~ j í (kR) (2.78)= 2 l ')Lk W
P
donde hemos usado en el último paso la relaciÓn de dispersión. Comparando
con (2.67) vemos que
(2.79)
Entonces, sumando los primeros términos de (2.69), (2.74) Y (2.76)
1:1, m
= ( l)m 2 21: ---- D V (-W1+W1)1,m 2 1m TT +
m1: l:..1.L. 'Y ( -
1, m 2
2wI--+
2
k nO
¿
) TT
nO
(2.80)
El primer término es idénticamente nulo, y el segundo nos da
2 4l1nO + ~2k2
2 2 2 2-w
1 + -w1 + W + w1 -w= p p = O2 2
k nO k n O
(2.81>
como queríamos demostrar.
Por tanto el hamiltoniano nos queda
H = 1. 1:
2 1, m *TT +
a
2 *+ ~ 'Y TT + c.c.]
nO * (2.82)
Es fácil comprobar que, puesto que k es o bien real o bien imagina-
rio puro, en cuyo caso
(2.83)
*el producto DlmV es real. Entonces
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2wI+ (-- +
2k nO
¿
) v, ]
"o •
*"T"T + C.c. (2.84)
es decir
H = 1:1, m
2.-l
2 [
k nO
3
i-ji(kR)jl+l(kR) f(l+1) +
(2.85)
donde f(l)=l si k es real y f(l)=(-l)l si k es imaginario puro. Tenemos
pues
H 1: ~l * * (2.86)= (T 1TI + TI TI)1, m
Sustituimos ahora r t t ) por su valor (2.34)
T1(t) = 71
-iw1te
y, con el fin de cuantificar el hamiltoniano, definimos ~1 en función de
los operadores de creación y aniquilación de plasmones, los cuantos de
los modos normales de oscilación de la esfera descritos por el hamilto-
niano
(2.87>
donde b1 (b1+) son los operadores de aniquilación (creación) de plasmo-
nes, que verifican la relación de conmutación
(2.88)
La ecuación (2.86) queda ahora
H = 1:1, m (2.89)
y usando (2.88)
(2.90)
si definimos ahora
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(2.91>
nos queda finalmente
(2.92)
que es el hamiltoniano de un sistema de bosones libres en segunda cuanti-
ficación. Nos describe el sistema de plasmones asociado al gas de elec-
trones de la esfera libre.
La condición (2.91) nos dice que
(2.93)
don de ~1 viene dad o ! S i sustituimos en (2 •85 ) j 1 ' (kR ) por su valor en
función de jl-t(kR) obtenido de (2.51> y (2.52), por
~l = t f (1) 2 R3wl2k nO
(2.94)
Entonces
w<w
P
(2.95)
(2.96)
Estas expresiones junto con (2.87) nos permiten determinar totalmen-
te el potencial de nuestro sistema en segunda cuantificación. Usando
(2.50) y (2.51> en (2.46), el coeficiente B1m(t) puede simplificarse como
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1+2
B (t ) = - 4n i (t ) k R . O R)1m k2 EO(l+I)+l Jl+1 ;
(2.97>
con lo que el potencial nos queda, si escribimos
(2.98)
como
4nw 2 EO kR jl-l (kR) 1
~(L.tl= 1: (_1)'- P ~l [ ( r..) jl(kr)]xl,m 3 2 w2 Rw1R Ikl .JL _ 0+1)+12 l (EO 1)+ E\1)1 o
(2.99)
bl
-iw1t ylm(e,<p) + c.c.; riRx e
4nw 2 -kR j1+1 (kR) R 1+1
~ (r.., t )= 1: (-1) T P al -iw1t(-) ble ylm(e,,)+c.c.1, ID wlélkl2 E (1+1) +1 ro
r~R (2.100)
donde T=1 para modos de volumen y T=O para modos de superficie.
Puesto que, como hemos comentado anteriormente, para modos superfi-
ciales el argumento de las funciones de Bessel es grande en general,
podemos obtener una buena aproximación al potencial si hacemos el límite
local para la respuesta del medio, es decir, si tomamos a--O (k-.m) en
(2.99) y (2.100). Entonces es válida la forma asintótica (2.53) y se
obtiene
~ (r.., t ) = 1: i3l+2
l, m
-iw1te +c.c.; r~R
(2.101>
~ (r.., t) = E i31+2
1, m
-iw1te +c •e • ;
(2.102)
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donde Wl viene dada por (2.52), es decir, es funciÓn de R.
Esta aproximación no puede hacerse para modos de volumen, pues en
ellos w--wP, y por tanto k dada por (2.35) tiende a una indeterminación
para ~--O. Para modos de volumen hay que mantener la relaciÓn general
(2.99)-(2.100) con dispersión. Sin embargo, puede usarse con muy buena
aproximación un valor de wp constante, salvo para R~20 u.a.
2.4. Probabilidad de excitaciÓn
El potencial cuantificado para la esfera libre que hemos obtenido
describe el campo de plasmones asociado a la misma. Este potencial nos
permite calcular la probabilidad de que un electrón externo incidente
pierda energía por excitaciÓn de un plasmón en la esfera. Hay que hacer
notar que el potencial está escrito en (2.99)-(2.102) en imagen de Hei-
senberg para el sistema formado por la esfera libre, puesto que se ha
obtenido por cuantificación de la correspondiente expresión clásica, e
incluye pues toda la dependencia temporal. Si consideramos ahora el sis-
tema formado por la esfera más un electrón incidente externo, el poten-
cial (2.99)-(2.102) representa la parte no perturbada del hamiltoniano,
y por tanto incluye sólo la dependencia temporal de dicha parte no per-
turbada. Para el nuevo sistema el potencial está en imagen de interac-
ciÓn. A continuaciÓn calculamos la probabilidad de que la esfera sufra
una transición del estado fundamental 10> al estado con un modo l,m (y y
para modos vol6micosl excitado en primer orden de teoría de perturbacio-
nes (aproximación de Born). Por simplicidad escribiremos a en lugar de
los n6meros cuánticos 1,m,y.
En aproximaciÓn de Born, la probabilidad de transición del estado
li>= "1>10> al estado If)= "~)'a), en la que la esfera sufre una tran-
siciÓn del estado fundamental 10> al estado la) acompañada de la transi-
ción del electrón incidente del estado "1) al "~>, viene dada por (Ga-
lindo y Pascual, 1978)
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i w., 1te (2.103 )
donde W"l= E., -El es la diferencia de energías entre los dos estados y
H1(t) es el hamiltoniano de interacción causante de la transición expre-
sado en imagen de Schrodinger.
En segunda cuantificación el hamiltoniano de interacción se escribe,
en funciÓn de los operadores de campo de los estados inicial y final del
electrón incidente como
H
1
<t) J 3 't';([)~(útl ~ ([)= d r
donde
'f (r ) = l 'f!i.([) a!i.1 -
~~[} 'fi += l ([) a!i.!i.
(2.104)
(2.105)
(2.106)
ak+ (ak) son los operadores de cr eac i ún (an i qu i lac í é n l del electrón inci-
dente en el estado !i. del conjunto completo 'fk(~), y ~(wt) es el poten-
cial de interacción entre el electrón y la esfera.
Consideraremos dos casos por separado: excitación por un electrón
clásico y por un electrón cuántico.
2.4.1. ExcitaciÓn por un electrÓn clásico
Si el electrón incidente es un electrÓn clásico, es decir, una carga
puntual con velocidad v, que consideramos grande y por tanto constante a
pesar de sufrir la interacciÓn, entonces los operadores campo se reducen
a una densidad de carga
p ( ú t ) = < 'f f l\f;~ I 'f i > = 6 (x - x O) 8 (y) 8 (z + v t) (2.107>
Sin pérdida de generalidad suponemos que el electrón incide sobre el eje
x (figura 2.6)
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x
Fig.2.ó. Trayectoria de un electrón clásico que interactúa con la esfera.
El hamiltoniano de interacción (2.104) que se obtiene de usar
(2.107) es
(2.108)
El correspondiente elemento de matriz que interviene en la probabi-
lidad de transición (2.103) es pues
(2.109)
Si escribimos el potencial como
entonces, usando las propiedades de los operadores de creación y aniqui-
lación de plasmones
(2.111>
es decir
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(2.112)
Con lo que usando (2.99)-(2.100) o (2.101)-(2.102) puede calcularse la
probabilidad de transición para cualquier modo 1,m,(1I). Consideremos la
probabilidad de excitaciÓn de los modos superficiales en la aproximación
local. Según (2.101) y (2.102) tenemos, poniendo el potencial en imagen
de Schródinger
1
_r_
l+!ti
R
¡rSR (2.113)
Rl+!í
1+1
r
;r!R (2.114)
donde hemos eliminado factores de módulo unidad, y
(2.115)
con
S = [21+1]!í [(1-m) ! ] !í
1m 41f (l+m)!
De (2.112) Y (2.107> obtenemos inmediatamente
;rsR
(2.116)
1+1
2 ir!R<lmIH¡ (t) 10>=
Entonces la probabilidad de excitación (2.103) nos da, para r!R
1+1 2
2
(2.117>
Esta integral tiene, con el cambio de variable z=vt, soluciÓn exacta,
puesto que
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i k ze Plm(cose)
1+1
r
=
2 il-m Ikll Km(lkbl)
(l-m) !
(_k_)l-m
I k I (2.118)
donde 222r = b + z • Entonces
2 wl R
=
2
v
21+1
21
[
W 1R] K 2 ( W 1 x O)
v m v
(l-m)!(l+m)! (2.119)
Expresión que coincide, cuando Eo=1, con el resultado de Ferrell y Eche-
nique (1985) calculado mediante un desarrollo multipolar de la ecuación
de Poisson y también mediante un cálculo que usa estados coherentes en
segunda cuantificación. En el capítulo tercero veremos esta cuestión con
más detalle.
Para r~R nos queda
+
(2.120 )
2
donde f.(x)=cos(x) para (l+m) par y f.(x)=sin(x) para (l+m) impar, y T=
~R2-xo2/V es la mitad del tiempo que el electrón pasa dentro de la esfe-
ra.
En las figuras 2.7 y 2.8 mostramos el resultado de calcular (2.119)
y (2.120) en función del parámetro de impacto Xo y del radio R de la
esfera respectivamente, para los primeros modos. Tomamos la velocidad
del electrón incidente igual a 76.6 u.a., que corresponde a una energía
de 80 KeV, típica de un experimento de microscopía electrónica de trans-
misión. En el resto del capítulo supondremos siempre esta misma velocidad
en nuestros cálculos, salvo donde se indique lo contrario. En la figura
2.7, calculada para R=200 u.a., vemos que el modo m=O tiene probabilidad
máxima de ser excitado para parámetros de impacto pequeños, como es lógi-
co puesto que la fluctuación de densidad electrónica del modo está con-
centrada por Yl0(Q) cerca del eje z. Por el mismo motivo para m=1 la
probabilidad máxima está más cerca de r=R que del origen. La figura 2.8
r ~r .
v . oo
('1)
ln-o lnoo
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Fig.2.7. Probabilidad de excitación de Iodos de superficie por un electrón clásico de velocidad 76.6
u.a., en función del paráletro de impacto lo, para una esfera de Al de radio 200 u.a. en vacío (----
1=1, .=0; - - - 1=1, 1=1; •••• 1=2, 1=0).
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Fig.2.8. Igual que la figura 2.7 en función del radio de la esfera, para un paráletro de ilpacto Xo=lOO
u.a. La línea continua es la sula de todos los Iodos 1,. hasta 1=4 incluido (- - - 1=1, 1=0; ••••
1=1, 1=1; -.-.- 1=2, 1=01.
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confirma el resultado de Ferrell y Echenique (1985) en el sentido de que
el primer modo no describe bien la pérdida de energía en general, salvo
para R muy pequeños, sino que es necesario tener en cuenta muchos modos
para obtener un resultado realista.
Para los modos de volumen el cálculo es análogo y se obtiene
4 2W kR jl+1(kR) 2 wl R 21pb
p 21+1 ,., 2 wl x.= la 1 lA. (_l'_) K ( l' ll)
1ml' 2 2 (l+m) ~(l-m) ~ Eo(l+1>+1 v m vRk v wl'I'
;XO~R (2.121 )
161TW2 1+2.kR Jl+1 (kR) IDpb P 2 ISlml
2 Jdt f (wl t ) Plm
( Y.l.) -(1+1>= I aIl r +1ml' 3 2 Eo(l+1> +1 a y rR k wly T
T [ -EOkR jl-1 (kR)
-1 2R 1 + jl(kr)] (vt)+ f dt fa (wl yt) W2 r Plm rO W1 y1 (EO- 1 ) + EO (1+ 1)+ 1
'X <R (2.122), 0-
donde r2= xo2+v2t2•
Si usamos para Wly la solución exacta de (2.62), nuestro modelo
predice una probabilidad no nula (aunque muy pequeña) de excitación de
los modos de volumen para una partícula clásica que pase por fuera de la
esfera. En la aproximación (2.63), sin embargo, tanto (2.121) como la
integral exterior de (2.122) se anulan. En las figuras 2.9 y 2.10 repre-
sentamos la probabilidad de transición para los primeros modos de volumen
en función del parámetro de impacto y del radio de la esfera, respectiva-
mente, usando la citada aproximación.
Es interesante ver el efecto de introducir una anchura para el elec-
trón incidente dentro de la descripción clásica. Para ello promediaremos
el resultado para una partícula puntual sobre una distribución gaussiana
de trayectorias en la dirección perpendicular a la de incidencia
(2.123)
Xo (u. O.)
Fig.2.9. Probabilidad de excitación de Iodos de volulen por un electrón clásico de velocidad 76.6 u.a. en
funci6n del paráletro de iapacto lo, para una esfera de Al de radio 100 u.a. en vacío (---- 1=0;
- - - 1=1, 1=0; -.-.- 1=1, 1=1; •••• 1=2, 1=0). Se indica el í ice y para 1=0. En los de á-scasos es
y=l •
g
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Fig.2.10. Igual que la figura 2.9 en función del radio de la esfera, para un paráletro de ilpacto Xo=O
(- 1=0; - - - 1=1; •••• 1=2).
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(2.124)
donde v=2.7726/D2, siendo D la anchura total de la gaussiana a mitad del
máximo. En la figura 2.11 representamos los resultados de dicho cálculo
para el modo superficial 1=1, m=O, en función del radio de la esfera
para una anchura del haz D=50 a.u. y parámetro de impacto b=O.
Como ha sido demostrado por Ritchie (1982), el cálculo (2.123) coin-
cide con la probabilidad de excitación sumada para todas las direcciones
finales de un electrón cuántico cuya función de onda en la dirección
perpendicular a la de incidencia sea ~(~-~). En efecto, reformulemos en
primer lugar de forma general el problema de un electrón clásico inciden-
te sobre un blanco cuyos electrones están en las posiciones ~. El hamil-
toniano de interacción será
N -1
H' ( t )= t' =j~1 Ir.-b-vtl-J --
i Q... (~- b- v t )
411" 1: e - -
L
3 J ~ 2!1. Q
(2.125 )
donde ~ es el parámetro de impacto del electrón incidente con respecto a
un cierto origen en el blanco y se ha normalizado a un volumen L3. La
probabilidad de Que el blanco sea excitado desde el estado fundamental
hasta el estado n durante la colisión es en aproximación de Born análoga
a (2.103)
(2.126)
sustituyendo (2.125) se obtiene
(2.127)
donde la función delta viene de la integración temporal y
(2.128)
es el elemento de matriz del operador densidad para el blanco.
De (2.127) se obtiene
N
C).
C)
~
C).
O
(tDd
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Fig.2.11. Probabilidad de excitaci6n del lodo superficial 1=1, 1=0 de una esfera de Al en vacío, ~or un
electrÓn con una distribuciÓn gaussiana de trayectorias clásicas de anchura 0=50 u.a. y velocidad
76.6 u.a., con paráletro de iapacto b=O.
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1
2
v
p O (!i ,Wn o/v)n 1. 2 (2.129)
Pasemos ahora a considerar un electrón incidente sobre el mismo
sistema, cuya funciÓn de onda es
ikoze
\fl (2. 130)
donde el paquete de ondas está referido a un origen ~=(bK,by,O). El ha-
miltoniano -independiente del tiempo- es ahora
H' = 1:
J
-1
(2.131>
Ir. -r I-J -
La probabilidad de transiciÓn por unidad de tiempo es ahora, segón
la regla de oro de Fermi (Ba l í ndo y Pascual, 1978)
-ik.,.re - -
L3/2
(2.132)
donde hemos sumado sobre los estados finales del electrón incidente, que
suponemos ondas planas, y suponemos que la energía del paquete de ondas
inicial es ko2/2, lo que equivale a despreciar la contribución a la ener-
gía del estado de la variación de '0(0 en x-y, y es una buena aproxima-
ción en nuestro caso. Entonces
x8[w -v(k-k)]nO O f Z (2.133)
donde Pno(~) viene dada por (2.128), hemos despreciado en la función
delta de conservaciÓn de la energía los términos de retroceso k1.2/2, y
ponemos Y..=!io. La integral sobre Z nos da ahora un función delta. Inte-
grando sobre k.,z con la funciÓn delta de conservaciÓn de la energía, nos
queda
43
(2.134)
Si sumamos sobre todos los estados finales, entonces
= (2.135)
Esto nos permite convertir el producto de la integral en ~ y su conjugada
en ~' en una sola integral, es decir
\11 =
n
p O(g) o(q _ IUnO) 1
2
n z v (2.136)
Integrando sobre qz con la ayuda de la funciÓn delta y .ultiplicando por
L/v para pasar a probabilidad total, nos queda
(2.137>
Comparando con (2.129), resulta
(2.138)
como queríamos demostrar.
Lamentablemente, no se cumple un resultado parecido si lo que quere-
mos calcular es la probabilidad de transiciÓn para una dirección final
dada, que es la cantidad que tiene interés desde el punto de vista expe-
rimental. En este caso hay que hacer un cálculo cuántico completo.
2.4.2. Probabilidad de transiciÓn para un electrón cuántico
Cuando el hamiltoniano de interacciÓn no depende del tiempo, como
es nuestro caso, la probabilidad de transición (2.103) se convierte en
la regla de oro de Fermi. En nuestro caso estamos interesados fundamen-
talmente en la probabilidad de transición por unidad de ángulo sólido
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final. La probabilidad de transiciÓn por unidad de tiempo y por unidad de
ángulo sólido es pues
(2.139)
donde PnK(E~) es la densidad de estados finales con respecto al ángulo
sólido para momentos.
El elemento de matriz es, en este caso,
< f IH 1Ii > = < 'f f I< (X IH 1 10:> I'f i> = < 'f f I f d3r 'f';(r:.) «(X IH 1IO>~ (r:.) I'f i>
(2.140)
donde hemos usado (2.104). Teniendo en cuenta ahora (2.105), (2.106) Y
las propiedades de los operadores ak,ak+, nos queda
(2.141>
En nuestro estudio consideraremos para la función de onda del elec-
trón incidente o bien una onda plana o bien un paquete de ondas del tipo
(2.130). En cualquiera de estos casos la energía del estado inicial puede
tomarse como
2
k.
E. = _1_
1 2 (2.142)
siendo ks el momento según la dirección z, lo que es exacto para la onda
plana y es sólo aproximado para el caso de un paquete de ondas, como
hemos comentado después de la fÓrmula (2.132). Para el estado final del
electrón incidente tomaremos siempre una onda plana de momento k. y por
tanto la energía total del estado final será
w
(X
(2.143)
Entonces
k2 k2
1
2 f ip,,(Ef) S(- -- +w ) (2.144)
u 2 2 (X
k
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Si multiplicamos por L/v (el tiempo de interacción) obtenemos la probabi-
lidad total por unidad de ángulo sólido para cada estado final
(2.145)
La función delta de Dirac puede ponerse como
k2 k2
f i8(- -- +\11 ) =2 2 IX
1 (2.146)
donde ponemos v=k1• Finalmente
3
L
(2.147)
Aplicaremos ahora esta expresión a dos casos distintos de haz elec-
trónico.
2.4.3. Onda plana incidente
Representamos en primer lugar al electrón incidente con una onda
plana. Es decir
-ikt.r
't'.([) e - -=
1 L3/2
-iki'.re - -'t'f([)= L3/2
(2.148)
(2.149)
Tomamos lt en la dirección z, En los experimentos de pérdida de
energía electrónica la mayor parte de los electrones emergen del blanco
en dirección hacia delante y el detector suele colocarse en esta posición
(Raether, 1980), por tanto calcularemos la probabilidad de transición
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para dispersión hacia delante, es decir, ~~ paralelo a ~1, y por tanto
~~= (O,O,k~z). Por la forma de las funciones de onda nos conviene traba-
jar en coordenadas cartesianas. Si dl~ es el diferencial de momento per-
pendicular al momento final en coordenadas cartesianas, entonces de
(2.147) obtenemos, sumando sobre estados finales,
L
21T I 3d r
X 80: - ~v2-2W )fz (l( (2.149)
es decir
(2.150 )
Para simplificar la notación escribiremos en adelante q= Vv2-2w ••
-v, siendo q la transferencia de momento entre los estados inicial y
final.
2.4.3.1. Excitación de modos superficiales
El potencial de interacción entre el electrón incidente y la esfera
debido a la excitación de modos superficiales es (2.101)-(2.102). Enton-
ces, teniendo en cuenta (2.111)
21T wl 1 •<lml~<[)IO) = _r_ ylm<e,If) r5REO<l+1)+1 R1+'i
(2.151)
(lml§<[)IO)
21T wl Rl+'i • r~R= ylm(e,If)EO<l+1l+1 1+1r
donde ya no ponemos los factores de módulo unidad, que no afectan a la
probabilidad de excitación. Al sustituir en (2.150) la integral angular
nos queda
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j t qr )
n
(2.152)
donde hemos usado el desarrollo multipolar de la función exponencial en
coordenadas esféricas y la relación de ortogonalidad de los armónicos
esféricos. Entonces
21111(21+llomO 11 IR 12
\~ RI+!i .: r + jl (qr ) +~v -21111(EO(I+l)+lJ
l+~ ¡m 1-1 12+ R dr r j 1 (qr )
R
(2.153)
es decir
21+1 2I jl+1 (qR) + jl-1 (qR) I (2.154)
que, según (2.50), queda
(21+1)3
EO(l+1l+1
S mO (2.155 )
En la figura 2.12 representamos la probabilidad de excitación para
los primeros modos en función del radio de la esfera, para una esfera de
aluminio situada en vacío (Eo=l), junto con la probabilidad total de
excitar algún modo. La figura 2.13 muestra la probabilidad de excitación
en función del modo para un cierto número de radios fijados. Notemos
que, excepto para radios pequeños, la contribución del modo dipolar a la
pérdida de energía del electrón es muy pequeña.
2.3.4.2. Excitación de modos de volumen
El potencial de interacción es en este caso (2.99)-(2.100), que
escribiremos como
86--..el
L...
m
::;4------o:----a.
2
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Fig.2.12. Probabilidad de excitación de los Iodos superficiales de una esfera de Al en vacío en función
del radio, para un electrón incidente con funciÓn de onda del tipo onda plana y velocidad 76.6 U.i.
La linea continua es la probabilidad total de excitación de Iodos superficiales, y las lineas discon- .
tínuas son las probabilidades de los odos 1=1,2,3.
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Fig.2.13. Probabilidad de excitaci6n de los Iodos superficiales para una esfera de Al en vacio, para un
electrÓn incidente con función de onda del tipo onda plana y velocidad 76.6 u.a. Se indica, para
diversos radios fijos de la esfera (en u.a.) la probabilidad de excitar cada lodo l.
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(lml'l§(r:) 10> All' [jl(kr) B1y r1] * ;r~R= - Ylm(9,'P)
(2.156)
<lul§(r:) 10> All' el y
_1_ * ;r~R= Y1m(9,1jI)1+1
r
Sustituyendo en (2.150), la integral angular es id~ntica a (2.152). En-
tonces
(21+1) IA1yl2
lTV ~v2-2WIl'
(2.157>
es decir
(2.158)
y sustituyendo Aly por su valor
(2.159)
donde (h viene dado por (2.95), (2.96) y (2.98), y
-1
R EO kR jl-l (kR)
(2.160)
1+1
kR jl+1 (kR) R
E
O
(l+1) +1
(2.161 )
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La figura 2.14 muestra la probabilidad de excitación para los prime-
ros modos de volumen en función del radio de la esfera, para una esfera
de aluminio en vacío. Las unidades empleadas son las mismas que en la
figura 2.12, lo que nos permite ver que para una onda plana incidente la
p~rdida de energía por excitación de modos superficiales domina a la
p~rdida por modos de volumen.
2.4.4. Paquete de ondas gaussiano
Con el fin de estudiar la influencia de la geometría del haz elec-
trónico incidente en la probabilidad de p~rdida de energía por excitación
de plasmones en una esfera, consideremos un haz en forma de onda plana en
la dirección de incidencia y de gaussiana en la dirección perpendicular a
la misma. Como función de onda final tomaremos, como hemos dicho ante-
riormente, una onda plana. Es decir
'f. (r )
1 -
=\1Ii""
~TlL
(2.162)
ik.,.re - -
L3/2
(2.163)
Sin p~rdida de generalidad, suponemos que la gaussiana está centrada
sobre el eje x, de forma parecida a la representada en la figura 2.6.
Sustituyendo en (2.147) y sumando sobre todos los posibles módulos
finales
x
(2.164)
es decir
0.8
o... 0.4
0.2
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Fig.2.14. Igual que la figura 2.12 para los Iodos de volulen. Las líneas continuas corresponden al lodo
1=0 y las discontinuas al lodo 1=1. Se indica para cada lodo su índice l.
R (a.u.)
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i~V2-2we ••
222
z e-ivz(oxI2([)10> e-Y[(x-xo) +y ]1
(2.165)
donde hemos considerado ya dispersión hacia delante, es decir, t~=
(O,O,-k~). Poniendo la transferencia de momento en la dirección z como
q= v-~v2-2w ••, queda
d3r +i qz -y[(x_xo)2+y2] 1
2
e (IXI2([) lO} e (2.166)
El potencial en cualquiera de sus formas (2.99)-(2.102) puede escribirse
como
(oxI2(r) 10> = A f (r ) VI (e,,)
- (1( (1( m (2.167>
donde a su vez el armónico esf~rico es de la forma
(2.168)
La integral de (2.166) queda entonces, en coordenadas esf~ricas
-iqrcose
e x
2n
x I dcp
O
. ( 2 . 2.:. 2 . ó 2)e-1m, e-Y r sIn v- rXoslnvcoscp +xo (2.169)
La integral sobre el ángulo, puede calcularse en función de la función
de Bessel de segunda especie Im(x), dando
(2.170)
con 10 que finalmente
x
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es decir
2-211Xoe x
donde g(x)=sin(x) para (l+m) impar y g(x)=cos(x) para (l+m) par.
Para obtener la probabilidad de excitaciÓn debemos calcular numéri-
camente la expresión (2.166) o su equivalente (2.172). Presentamos a
continuación una serie de resultados para una esfera de alumini01 en
vacío. Presentamos los resultados en forma de probabilidad relativa de
pérdida de energía
1 =
dPQ
donde [dQ:le1ast es la probabilidad de transición elástica, obtenida
sustituyendo en (2.166) el potencial §([) por el operador identidad. Se
obtiene el valor 0.057 D2, donde D es la anchura total a mitad del máximo
de la gaussiana.
Las figuras 2.15 y 2.16 muestran la probabilidad relativa de pérdida
de energía para los modos superficiales 1=1, m=0,1 respectivamente, en
función del parámetro de impacto para distintos valores de la anchura del
haz. La característica fundamental de estos resultados es que la probabi-
lidad de excitación depende en gran medida del tamaño del haz y del modo
excitado, como sugieren los resultados experimentales de Batson y Treacy
(1980). La probabilidad máxima para el modo 1=1, m=O corresponde a pará-
metros de impacto pequeños, como consecuencia de que la distribuciÓn
angular de Y10(Q) concentra la fluctuación de densidad electrónica en las
proximidades del eje z. El modo 1=1, m=1 tiene la fluctuación de densidad
en el plano ecuatorial de la esfera. El máximo en la probabilidad de
excitación se produce para valores del parámetro de impacto prÓximos al
1Para el aluminio tomamos re=2.07, siendo re el parámetro de densi-
dad del gas de electrones, definido por no=1/(4wre3/3).
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Fig.2.15. Probabilidad relativa de pérdida de energia para el lodo superficial 1=1, 1=0 de una esfera de
Al de radio R=100 u.a.en vacio, para un electrÓn incidente con funciÓn de onda gaussiana y velocidad
76.6 u.a., en funciÓn del paráletro de impacto, para distintos valores de la anchura del haz D.
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Fig.2.16. Igual que la figura 2.15 para el lodo 1=1, 1=1.
ss
radio de la esfera, donde es importante la incidencia rasante del haz.
Nótese que para las anchuras del haz menores la densidad electrónica es
mayor, y de acuerdo con ello se obtiene una mayor probabilidad de excita-
ción.
En la figura 2.17 representamos la probabilidad de p~rdida de ener-
gía para el modo superficial 1=1, m=1 en función de la anchura del haz,
para un parámetro de impacto fijado. La probabilidad debería bajar al
aumentar la anchura del haz debido a que la densidad electrónica del haz
desciende, sin embargo este efecto se compensa con el aumento en la pro-
porción de flujo electrónico con incidencia rasante, como puede verse en
la figura, donde el máximo de probabilidad se obtiene al inicio de la
incidencia rasante. La importancia de este efecto fue ya señalada por
Batson y Treacy (1980).
La figura 2.18 muestra la probabilidad total para el modo superfi-
cial 1=1 en función del parámetro de impacto, con la anchura del haz
fijada. Vemos que la importancia relativa de cada modo m depende de la
relación entre v y wuR. Para velocidades altas dominan los modos m=±1
mientras que a velocidades bajas domina el modo m=O. Este resultado está
de acuerdo con los obtenidos por Kohl (1983).
En la figura 2.19 representamos la probabilidad de excitación en
función del radio, con parámetro de impacto cero, lo que implica m=O,
para los primeros modos. superficiales y volómicos. Se obtiene para cada
modo una estructura resonante con R. Al rev~s de 10 que ocurría usando
una onda plana incidente, en este caso obtenemos una probabilidad de
excitación para los modos de volumen mayor que para los modos de superfi-
cie. La importancia relativa de los modos de superficie y volumen en la
p~rdida de energía viene por tanto determinada por la geometría del haz.
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Fig.2.17. Probabilidad relativa de pérdida de energía para el lodo superficial 1=1, 1=1 de una esfera de
Al de radio 100 u.a. en vacío, para un electrón incidente con función de onda gaussiana y velocidad
76.6 u.a., en funci6n de la anchura del haz, para un parámetro de i.pacto 10=50 u.a.
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Fig.2.1B. Probabilidad relativa total de pérdida de energía para el lodo superficial 1=1 de una esfera de
Al de radio R=lOO u.a. en vacio en funciÓn del paráletro de ilpacto, para un electrón incidente con
función de onda gaussiana de anchura D=50 u.a., para dos valores de la velocidad (en u.a,),
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Fig.2.19. Probabilidad relativa de pérdida de energía para una esfera de Al en vacío en función del ra-
dio, para un electrón incidente con funci6n de onda gaussiana, de anchura D=50 u.a. y velocidad 76.6
u.a. El paráletro de ilpacto es Xo=O, lo que ilplica que 5610 pueden ser excitados los Iodos con 1=0.
Las líneas continuas son los Iodos de voluaen (se indican los índices 11) y las discontinuas los
superf\ciales {se indica el índice 11. En la parte superior derecha se luestra alpliada la zona del
origen.
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2.5. Cavidades en metales
2.5.1. Introducción
La teoría que hemos desarrollado en este capítulo es válida con
unos pocos cambios para estudiar el caso de un haz electrónico incidente
sobre una cavidad esférica en un metal. Estas cavidades pueden formarse
por irradiación con neutrones o iones pesados, o también en capas delga-
das de metales evaporados (Lloyd y Nakahara, 1977).
La formación y propiedades de estas cavidades han sido estudiadas
extensamente, debido a sus implicaciones prácticas en materiales que
se usan en un medio irradiado, como por ejemplo en reactores nucleares
(Corbett y Ianniello, 1972; Pugh et al, 1971; Krippner, 1969). Las pro-
piedades de las superficies de las cavidades juegan un papel importante
en los mecanismos de crecimiento y recocido de las mismas (Ashley y Fer-
rel,1976). Estas propiedades influyen en los modos superficiales de la
cavidad, de tal manera que el estudio de estos modos puede servir para
obtener información sobre la cavidad.
El primer estudio de la excitación
cavidad fue hecho por Natta(1969) usando
unas energías para los modos
de modos
un método
superficiales en una
semiclásico. Obtuvo
donde E es la constante dieléctrica del medio interior a la cavidad.
Ashley y Ferrell (1976) han calculado la probabilidad de excitación de
los modos superficiales de una cavidad por un electrón incidente con
funciÓn de onda del tipo onda plana mediante un modelo hidrodinámico no
dispersado. Schmeits (1981) ha calculado la probabilidad de excitaciÓn
de los primeros modos superficiales por un electrón clásico.
Desde el punto de vista experimental, Henoc y Henry (1970) detecta-
ron por primera vez las oscilaciones de plasma superficiales de cavidades
en aluminio, mediante técnicas de microscopía electrónica. Manzke y Cam-
pagna (1981) y vom Felde et al (1984) han observado los picos caracterís-
ticos de los modos de cavidades en metales en experimentos de espectros-
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copia de pérdida de energía electrónica (ELS).
En esta sección estudiaremos en primer lugar la energía de los modos
de oscilación del gas de electrones en una cavidad en un metal infinito,
y seguidamente calcularemos la pérdida de energía por excitación de di-
chos modos para diversos casos de haz electrónico incidente. La teoría
es esencialmente análoga a la que hemos desarrollado para la esfera.
2.5.2. Modos normales. Potencial de interacción
Las condiciones de contorno para una cavidad esférica no incluyen el
origen de coordenadas, por 10 que serán válidas las dos soluciones inde-
pendientes jl (kr) e y1Ckr) de la parte radial de la ecuación de Helm-
holtz (ecuaciones (2.36)-(2.40». Por conveniencia escribiremos la solu-
ción general radial en su forma, equivalente a (2.40), en términos de
las funciones de Hankel esféricas (Abramowitz y Stegun, 1965)
-:" (x ) n-1= jl (x) + (-1) Yl (x) n=I,2
es decir
(2.174)
Como en el caso de la esfera, para modos de volumen el argumento de
las funciones es imaginario puro para modos de superficie y real para
modos de volumen. El comportamiento de las funciones de Hankel con argu-
mento imaginario es del tipo exponencial decreciente para h1 (1) t í x) y
exponencial creciente para h1 (2)(ix). Puesto que una condición de contor-
no evidente para un modo superficial en una cavidad es que la fluctuación
de densidad se anule para r--m, tenemos que para modos de superficie
B1=O.
Las funciones de Hankel con argumento real son las dos oscilantes
con amplitud decreciente al aumentar r. Al tener en cuenta la exponencial
temporal, h1 (1) (x ) representa una onda esférica que se propaga hacia
fuera (hacia r crecientes), mientras que h1 (2) (x) es una onda esférica
que se propaga hacia dentro. La combinación lógica de las dos ondas para
representar el modo de oscilación volúmico es la onda 'estacionaria que se
obtiene sumando h1 (1) (x ) y h1 (2) (x}. Esto equivale a suponer que una onda
h1 (2) (x) se acerca a la cavidad, es reflejada sin cambio de fase por la
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pared de potencial infinito de la superficie y se aleja otra vez como
h1 (1) (x), La interferencia de las dos ondas nos da la fluctuación esta-
cionaria de densidad electrónica que forma el modo de volumen. Por tanto,
para modos de superficie
() f tI A h(1) (' ) y (e )ns!:" = 1=0 m=-l 1m 1 i ar 1m ,1jI (2.175)
donde ia=k. Para modos de volumen
(2.176)
A partir de aquí el cálculo es análogo al del caso de la esfera. Las
relaciones que nos dan la energía de los modos en función del radio de la
cavidad (equivalentes a (2.52» son ahora
2
W[-t
W
(EO-1) (1+1> (1)
1 ] 1 hl-1 (iaR) =EOI+l +1 + (1-
2
W-2..)
2
W
(2.177)
para modos de superficie, donde Eo es la constante dieléctrica del medio
en el interior de la cavidad, y
(1-
2
w-2..)
2
W
(1+1) jl+1 (kR) (2.178)
para modos de volumen.
En la figura 2.20 mostramos la dependencia de la energía con el
radio de la cavidad para los modos superficiales de una cavidad vacía en
aluminio. También aquí es válido, salvo para radios pequeños, sustituir
las funciones de Hankel por sus valores asintóticos para argumentos gran-
des, y entonces
(2.179)
que coincide con el valor semiclásico de Natta(1969). Para 1 grandes y en
vacío, W1 tiende al valor para una superficie plana We= w~/~2, aunque al
contrario de lo que ocurría en la esfera, esta vez lo hace desde valores
de W superiores a ws. La discusión sobre el valor mínimo de R para el que
existe cada modo que se hacía para las esferas es también válida aquí.
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Fig.2.20. Energía de los tres prileros Iodos superficiales en funciÓn del radio, para una cavidad vacía
en Al. Se indica el índice 1 de cada lodo.
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En cuanto a los modos de volumen, la expresión análoga a (2.62) es
en este caso
1 jl-l (Q)
----~~~---- =
(1+1) jl+1 (Q)
(2.180)
Un razonamiento análogo al allí realizado nos lleva a considerar kR~
Pl-l.v, con lo que Wlv tiene una forma del tipo (2.64) con Pl-l,v en
lugar de Pl+l.v, y por tanto la forma de Wlv en función de R es parecida
a la que se muestra en la figura 2.4. Por otra parte, de la expresión
equivalente para la cavidad a (2.65) deducimos, puesto que ahora jl(kR)
~O, que por conservación de la carga el modo de volumen 1=0 no existe en
una cavidad.
La cuantificación del hamiltoniano de interacción se realiza de
modo totalmente análogo al caso de la esfera. Se obtienen los potenciales
riR (2.181 )
2
41rw
P t! 1 [
R 1+1
( ;:-) + f l (k r ) ] x
W2
-º-2 (E
O
-ll (1+l>+E
O
l+1+1
\1)1
(2.182 )
donde '1'=1, f1 (Z)=jl (z) para modos de volumen; ~'=O, ft (zí=h , (1) (z) para
modos superficiales, y
[
(-1l1h (1) (kRlh (1) (kRl [1+1+1 1-1
2 EO---~---JW2
(E 1+1+1l-1 +(E -1)(1+1)
O W2 O
P
W<W
P
(2.183)
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[j~(kR)- jl+1(kR)jl_1(kR)[1+ 2W:O ] ]-~
(EO1+ 1+ 1)W! + (E0-1 ) (1+ 1)
P
; w)wp (2.184)
Para modos superficiales es válido el límite local, y queda
1_r__
R1+!i r~R
(2.185)
Rl+!i
1+1
r
-iWlte +c.c. ; r~R
(2.186)
2.5.3. Probabilidad de excitación
Cuando el electrón incidente es un electrón clásico, para modos
superficiales en la aproximación local el potencial es exactamente de la
misma forma para una esfera y para una cavidad, con el Qnico cambio de
(1+1)Eo+1 por Eol+l+1. Por tanto las probabilidades de excitación para
la cavidad serán (2.119) y (2.120), con el cambio mencionado. En particu-
lar, para Eo=1 las probabilidades para la esfera y la cavidad son idénti-
cas, salvo en el valor de Wl. En las figuras 2.21 y 2.22 mostramos los
valores de la probabilidad de excitación para casos similares a las figu-
ras 2.7 y 2.8. Para modos de volumen ya no es cierta la analogía, y para
una cavidad se obtiene
P =
1ml'
2
161T W
P x
x
kR' (kR) RI+1
f a (w 1 'Yt ) [W~ E O J 1 + 1
~(EO-1) (1+1)+E01+l+1
2-(1+1) ] vtr + jl(kr) P (-)
1m r
(2.187>
600 800
R (u.a)
Fig.2.21. Probabilidad de excitación de Iodos de superficie para un electr6n clásico de velocidad 76.6
u.a. en función del radio, para una cavidad vacía en Al y paráletro de ilpacto Xo=O. La línea conti-
nua es la sUla de todos los Iodos 1, 1 hasta 1=5 incluido (-- -- 1=1, 1=0; -.-.- 1=2, 1=0; - - - 1=3,
1=01 •
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Fig.2.22. Igual que la figura 2.21, en funci6n del paráletro de ilpacto lo, para una cavidad de radio 200
u.a. en Al (- 1=1, 1=0; - - - 1=1, 1=1; •••. 1=2, 1=01.
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donde r2=xo2+v2t2, Slm está definido en
~R2-xo2/v para xoSR y T=O para xo>R. Al
(2.115), f.(x)
calcular (2.187)
en (2.120), T=
hemos usado la
aproximación equivalente a (2.63), que ya hemos discutido en el caso de
la esfera. Las figuras 2.23 y 2.24 muestran la probabilidad de excitaciÓn
de los primeros modos de volumen en función de R y de xo, respectivamen-
te, para una cavidad vacía en aluminio.
Si el electrón incidente es una onda plana, la probabilidad de exci-
taciÓn de modos superficiales viene también dada por (2.155) con
Eo(l+1)+1 reemplazado por Eol+l+1. Nuestro resultado coincide entonces
con el de Ashley y Ferrell (1976). La figura 2.25 muestra el resultado
para una cavidad vacía en Al. Para la onda plana la similitud entre esfe-
ra y cavidad se extiende a la probabilidad de excitación de los modos de
volumen, que viene dada para la cavidad por la misma expresión (2.159),
con la salvedad de que ahora
B =Iv
-1kR jl-1 (kR) R
E-1+1+1o
(2.188)
e =1'V
1+1 .-R EO kR Jl+1 (kR) (2.189)
con los resultados que se muestran en la figura 2.26.
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Fig.2.23. Probabilidad de excitación de Iodos de volulen para un electrón clásico de velocidad 7b.b u.a.
con paráletro de ilpacto xo=O, en función del radio R, para una cavidad vacía en Al (---- 1=0, Y=I;
- - - 1=0, Y=21.
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Fig.2.24. Igual que la figura 2.23, en función del paráletro de ilpacto lo, para el lodo 1=0, 1=1 con un
radio R=100 u.a.
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Fig.2.25. Probabilidad de excitaciÓn de los Iodos superficiales de una cavidad vacía en Al, en función
del radio, para un electrón incidente con función de onda de tipo onda plana y velocidad 76.6 u.a.
(- 1=1; - - - 1=2; -.-.- 1=3),
3
2.5
2
1.5
1
.5
o
O
1 I
/
/
/
/
\
\
\
\
\
\
\
2DO
/
/
/
/
/
/
/
/
./
R (U. O,)
Fig.2.26. Igual que la figura 2.25 para los Iodos de volulen. Las líneas continuas corresponden a 1=1,
1=0, las discontinuas a 1=2, 1=0. Se indica el índice y para cada lodo.
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2.6. Comentarios sobre el modelo empleado
Es necesario que hagamos algunas consideraciones sobre los efectos
no locales en el modelo hidrodinámica que hemos empleado. El modelo in-
cluye los efectos no locales debidos a la dispersión de los plasmones a
través del término dependiente de ~. Para modos de volumen este término
es necesario para poder tener interactión del electrón incidente con los
plasmones. Para modos de superficie, sin embargo, la dispersión es un
efecto pequeño. Para comprobarlo hemos calculado la probabilidad de exci-
taciÓn del modo 1=1, m=O de una esfera en función del parámetro de impac-
to para un electrón incidente con funciÓn de onda gaussiana, usando los
dos modelos: con dispersión (ecuaciones (2.99)-(2.100» y sin dispersión
«2.101)-(2.102». En la figura 2.27 mostramos los resultados, resaltando
que hay escasas variaciones entre uno y otro modelo, salvo para esferas
muy pequeñas.
La inclusión completa de efectos no locales exige tener en cuenta la
excitaciÓn de pares electrón-hueco. Ello equivale a permitir que la fluc-
tuaciÓn de densidad superficial se extienda tanto hacia el interior del
sólido como hacia el vacío <Penn y Apell, 1983). Por lo que respecta al
interior del sólido, la relación de dispersión correcta para los plasmo-
nes de volumen en un sólido infinito incluyendo los efectos de pares
electrón-hueco viene dada, en la aproximación del polo de plasmón para la
respuesta del medio (Lundqvist, 1967) por
2 2 2 2 Js..4w = wp + ~ k + 4 (2.190)
Nuestro modelo no reproduce el último término, pero una modificación de
la ecuaciÓn hidrodinámica (2.21) permite tenerlo en cuenta
2= _ ,,_ ~ + lL.."n _ 1." (,,2 L)
n - 4 - nO O
(2.191)
Por otra parte, en el modelo que hemos usado para la esfera los
electrones están confinados en un pozo infinito de radio R, y por tanto
no es posible que la fluctuación de densidad se extienda hacia el vacío
(ver figura 2.3). Una modificación del modelo que permitiera tener en la
superficie un pozo de altura finita permitiría a la fluctuación de densi-
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Fig.2.27. Probabilidad relativa de p~rdida de energía para el modo superficial 1=1, m=O de una esfera de
Al en vacío, para un electrón incidente con funciÓn de onda gaussiana y velocidad 76.6 u.a., en fun-
ciÓn del parámetro de impacto, para dos valores del radio (en u.a.). 1: modelo sin dispersión; 2:
modelo ron dispersión.
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dad n(r) decaer hacia la zona r>R del espacio. Dicha modificación consis-
tiria en adoptar para no(~ una distribución "suave" en la superficie, o
por lo menos, en el caso más sencillo, hacer que descienda en forma de
escalones de densidad constante.
Nuestro objetivo en este estudio ha sido determinar la relación
existente entre los modos de oscilación del sistema, el tipo de haz inci-
dente y el espectro de pérdida de energia del mismo. Por lo tanto no
hemos tenido en cuenta estos efectos de no-localidad, que complican ex-
traordinariamente los cálculos y, aunque se ha afirmado que pueden afec-
tar apreciablemente al valor absoluto de las probabilidades de excitación
(Penn y Apell, 1983), no deben producir cambios cualitativos en nuestros
resultados.
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3. FORMULACION GENERAL DE lA PERDIDA DE ENERGIA DE ELECTRONES EN SOlIDOS
3.1. Introducción
En el capítulo anterior hemos estudiado la pérdida de energía de un
haz de electrones incidente sobre una esfera metálica, que hemos descrito
mediante un modelo hidrodinámica de gas de electrones libres. En este
capítulo estamos interesados en formular una teoría más general, que sea
válida para cualquier geometría del sólido y que permita usar una función
respuesta local cualquiera e(w) para el medio. Esta teoría tiene un gran
interés desde el punto de vista de su aplicaciÓn práctica, puesto que el
desarrollo del microscopio electrónico de barrido y transmisión (STEM) y
de sus aplicaciones ha hecho que se dedique recientemente una renovada
atención a la interacciÓn dinámica de haces electrónicos con superficies
y pequeñas partículas (Batson, 1980, 1982a y 1982b; Cowley, 1982; Howie y
Milne, 1984), como ya hemos comentado en el capítulo anterior.
Cuando una partícula se aproxima a un medio polarizable puede crear
excitaciones colectivas en el mismo, que a su vez interactóan con la
partícula. La interacción resultante tiene una componente conservativa,
debida a las excitaciones virtuales, y una componente disipativa, produc-
to de la creaciÓn por la partícula de excitaciones elementales reales. En
un experimento de STEM un haz electrÓnico de unos 0,5 nm de anchura y una
energía del orden de 100 KeV hace un barrido de la muestra y proporciona
una imagen de alta resoluciÓn usando los electrones transmitidos. La alta
resoluciÓn de este instrumento lo hace especialmente ótil para el estudio
de muestras con estructura compleja, como catalizadores o dispositivos
semi conductores. Una vez observada la muestra, puede dirigirse el haz a
un punto determinado de la misma, y obtener los espectros de rayos X
emitidos o pérdida de energía electrónica provenientes de una zona de la
muestra de anchura comparable a la del haz electrónico. Nuestra teoría
nos permitirá abordar la interpretación teórica de estos espectros de
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pérdida de energía de electrones en zonas localizadas de la muestra. Esta
pérdida de energía es debida, como ya hemos dicho, a la creación por la
partícula de excitaciones reales en el medio. El problema de la interac-
ción de partículas cargadas con sólidos ha sido tratado extensamente para
superficies planas, aunque en general se ha descrito a la partícula de
modo clásico (Ritchie, 1957 y 1982; Mahan, 1972; Harris y Jones, 1973;
Inkson, 1973; Echenique y Pendry, 1975; Chan y Richmond, 1976; Echenique,
1976; Flores y García Moliner, 1979). Los estudios existentes para un haz
de electrones incidente sobre una esfera han sido citados en la sección
2.1. En el capítulo anterior hemos estudiado este problema a partir de la
respuesta hidrodinámica de un gas de electrones libres, usando distintas
representaciones del haz electrónico incidente. En este capítulo formula-
remos una teoría más general basada en la teoría de muchos cuerpos, que
será válida para cualquier geometría, en la que la respuesta del medio
podrá ser cualquier funciÓn e(w), y no necesariamente la correspondiente
a un gas de electrones libres (Echenique et al, 1986). Aplicaremos nues-
tros resultados a los casos de geometría plana y esférica. Nuestra formu-
lación puede también usarse en otros problemas que están relacionados con
electrones interactuando con superficies, como por ejemplo para definir
un potencial óptico en LEED y RHEED (Pen dr v , 1974; Van Hove y Tong,
1979), o como veremos en el capítulo 4, en la teoría de estados electró-
nicos superficiales.
3.2. Formalismo
En este apartado calcularemos la energía media de un electrón que
interactda con un medio material, mediante una formulación de autoenergía
en teoría de muchos cuerpos (Hedin y Lundqvist, 1969; Fetter y Walecka,
1971; Inkson, 1984). Consideremos un electrOn en un estado monoparticular
fo([j, de energía Eo si el electrón está aislado. Su energía potencial
media 6 en interacción con el medio puede describirse a partir de un
potencial efectivo V.~~(~)
(3.1)
El potencial efectivo tiene una expresión no local a partir de la auto-
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energía del electrón E(!:J!:..',Eo)
Veff (O 'fO(O = J dr..'E (c... [.'. ,EO) 'fO([")
es decir
6 J d[. d!:..' * };(r:..,r..',EO)'fO(r..')= 'fO <O
(3.2)
(3.3)
En primer orden en el desarrollo en serie de la autoenergía (aproxi-
mación GW o aproximación de par) (Fig. 3.1) la autoenergia puede escri-
birse a partir de un producto de la función de Green monoparticular G y
la interacción apantallada W
t'(r r ' E ) - i f dw' G(r r' E +w') W(r r' w')t. _, _ , ° - 2lr. W -, O w - , (3.4)
La función de Green monoparticular tiene la forma
'f!([.') ~lf(O
w'-(Ef-EO)+ió (3.5)
donde 'f~(!:..)es el conjunto completo de estados propios del potencial
efectivo, de energía E~, y ó es una constante infinitesimal.
Las propiedades de analiticidad de las funciones respuesta (Fetter
y Walecka, 1971) nos permiten escribir la interacción apantallada como
W (!:..,!:..' ,w') =
Im[WR (!:..,!:..' ,w)]
w-\1)'-i sgn(w)ó (3.6)
Donde WR es la interacción retardada y sgn(x) es la función signo.
Sustituyendo (3.4)-(3.6) en (3.3) obtenemos
i
6 = 2lr2 t
'f*(r')lf (r ) Im[WR(r_.r_',w)]
f I f- f- *dr_dr_' dw' dw m' _AE+l'r' .' ()~ 'I'C(r)'fO(r')w U O W-W'-l sgn W O ) - - (3.71
donde 6E= E~-Eo >0. La integral en w' puede efectuarse inmediatamente por
residuos. En la figura 3.2 puede observarse la distribución de los polos
en el plano complejo. Cerrando el contorno por el semiplano superior
sólo obtenemos contribución con W(O, y (3.7) queda
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Fig.3.1. Desarrollo en serie de la autoenergía, representado lediante d1agralas de Feynaann. En la +i qu-
ra,~es la función de 6reen o propagador de un electrón libre¡~ es el propagador de un
electrón con interacciÓn¡ ~ es el potencial apantel Iadc¡ A es el vértice y ¿fJJJJ}Jb. es la autoe-
nergía. La aproxilación 6N consiste en tOlar el priler t~rlino de la serie que, a su vez, equivale a
una sUla infinita de diagralas de Feynlann, y es esencial.ente equivalente a la aproxilación de fases
aleatorias (RPA) (Pines, 1964).
tu'
Fig.3.2. Distribución de los polos de la energía media 6 (ec. 3.71 en el plano cOlplejo y contorno de
integración.
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(3.8)
Es decir
*'f f (r:..' ) 'f f ([.> R *
w +6E -i S 1m [ W (G r:..' , w)] 'f O ([.> 'Y(1 (r:..' ) (3.9)
Por otra parte, de (3.6)
.L R1m W(r:..,L',W')= 1T Im[W (GL',W)] sgn(w) 1T S(w-w') (3.10)
con lo que finalmente nos queda
QIf dr:..dr:..'1dw
O
(3.11>
Esta es la ecuación, totalmente general, que usaremos como punto de
partida en nuestros cálculos de interacción de electrones con sólidos.
La parte real de 6 nos dará el potencial de interacción dinámico, mien-
tras que su parte imaginaria está relacionada con la vida media del elec-
trón en el estado 'Yo debido a su interacción con el medio. En este capí-
tulo estamos interesados principalmente en las aplicaciones a la micros-
copía electrónica, donde experimentalmente se mide la probabilidad de
pérdida de energía para el haz electrónico incidente. Esta cantidad está
directamente relacionada con la parte imaginaria de la energía media 6.
En efecto, la parte imaginaria de la energía media nos da directamente la
vida media del estado
1
- = -21m 6
i W'
donde 6 = J dw 6
W
de donde el ritmo de pérdida de energía w (energía perdida por unidad de
ti empo) es
de longitud
S = I dw
T =W/i =-2w Im6w, y la pérdida total de energía por unidad
1. =
v
Como S puede ponerse en función de la probabilidad de pérdida de energía
por unidad de longitud Pw como
S = 1 dw w P w (3.12)
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resulta que
P =1,1I
f.
v
1m 61,1I (3.13 )
Nos interesa por tanto la parte imaginaria de 6. Según (3.11) y
teniendo en cuenta que, formalmente,
_1_ = P [-;-] -i1fó'(x)x+ie
donde P indica parte principal, dicha parte imaginaria viene dada por
alI d 1,1I 'f: (r:.:) 'f f ([) 1m [ W( G r,' , \1))] 'f ~ ([) 'fO (r:.:) s ( 1,1I+ 6E )
O
(3. 14)
3.3. Blanco esférico
Estudiaremos en este apartado la probabilidad de pérdida de energía
de un haz electrónico incidente sobre una esfera metálica. En primer
lugar deduciremos la forma de la interacción apantallada W con geometría
esférica. A continuación calcularemos Pw usando diversas expresiones
para la función de onda del electrón incidente, para tener en cuenta
tanto los casos de haz estrecho como ancho. Como veremos, además de obte-
ner resultados nuevos para los sistemas estudiados, nuestros resultados
reproducen los cálculos previos existentes, y permiten poner de manifies-
to las aproximaciones que se han hecho en cada uno de ellos.
3.3.1. Interacción apantallada
Consideremos una carga Q situada en el punto r:.: en un medio con
función respuesta dieléctrica eo, cerca de una esfera metálica de radio
"a" y función respuesta e(w). Queremos encontrar el valor del potencial
estático §(r:..) en todo el espacio, para lo que debemos resolver la ecua-
ción de Poisson. Para ello situaremos los ejes de coordenadas, sin pérdi-
da de generalidad, como se indica en la figura 3.3. Entonces la solución
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de la ecuación de Poisson con simetría esférica es (Jackson, 19751
i
1
§ ([) = f Pl(cosal + -º- f ~ Pl (cosé l r)a1+1 EO 1+1r r) (3.151
§ ([) f Bl
1 Pl(cosEiI r(a= r
donde r, (rs ) es el menor (mayor) de !J r::, P1 (x) son los polinomios de
Legendre y Al Y B1 son constantes. Aplicando en r=a las condiciones de
contorno (continuidad de § y de la componente normal del vector desplaza-
miento D~= E a§/ar) obtenemos
1 Q a21+1 EO - EAl = ,1+ 1 [lE+(l+1) EOlEOr
Bl
(21+1) Q= 1+1r' [El+(l+1)EOl
y teniendo en cuenta que (Jackson, 1975)
Pl(cos9) = -1..L P V~m(n') Vlm (nI21+1 m=-l
(3.16 )
(3.17 )
(3.18)
obtenemos para el potencial inducido, con 0=1
W ( !:.., r,' , w) = 1 E
, m
iLl.
21+1 jr,r')a
(3.19)
W(!:..,!:..',w)=E
1, m
4n
1
r rca , r')a (3.20)
,1 + 1
r
El cálculo análogo con la carga Q situada en el interior de la esfera
nos da
4v '1 V * UI')W (!:..,!:..',w) = E _r__ Vlm(f¡) r »a , r'(a (3.2111,m lE+(I+1)EO 1+1 1mr
....iL (1+ 1) (E-EO) 1 r,l V * (\1') ;r ,r '(aW (!:..,!:..',w) = E r Vlm (íll1,m 21+1 E [lE+(l+llEOl 21+1 1ma (3.221
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Q
r'
z
y
Fig.3.3. Ejes de coordenadas utilizados para el cálculo del potencial apantallado en una esfera.
b
v
Fig.3.4. Trayectoria de un electrón clásico con parámetro de impacto b cerca de una esfera de radio a.
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Las expresiones (3.19)-(3.22) nos dan la interacción apantallada
entre dos puntos L. y L." con la geometría esférica que hemos definido. En
los cálculos que siguen, por simplicidad, consideraremos Eo=l, es decir,
que la esfera está situada en el vacio.
3.3.2. Haz estrecho. Electrón incidente clásico
En los experimentos de STEM el haz electrónico es estrecho y bien
enfocado, y la magnitud que tiene interés evaluar es la probabilidad de
pérdida de energía para un cierto parámetro de impacto b (figura 3.4).
Una primera aproximación a este caso puede obtenerse si se desprecian
los efectos debidos a la anchura finita del haz y se considera un elec-
trón incidente clásico, es decir, puntual. Tomaremos pues unas funciones
de onda del tipo
"0([.1
1 ikoz d (f...-tL)= e.JL
(3.23)
"f([.I 1 ik.,z d (f...-tL)= e.JL
donde Id(~)12=o(~, que sólo permiten transferencia de momento en la
dirección de movimiento.
La diferencia de energías entre los estados inicial y final es, de
(3.23)
6E = E -Ef O
2 2
= ~ _ kO _
22-
(kf-kO) (kf+kO)
2
-6k vf (3.24)
donde 6k.,Eko-k., es la transferencia de momento. Sustituimos además la
suma sobre estados finales en (3.14) por una integral sobre las transfe-
rencias de momento
<3.25)
Al sustituir (3.23)-(3.25) en (3.14) se obtiene, con L=l
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y calculando las integrales con las deltas de Dirac
ID1 f f iwz'/v -iwz/vIml:.= 2nv dz dz ' dwe e Im[W(Gr:..',w)]r=(b z)O - ~[.' = (!!.., z ' ) (3.27>
Cuando b)a, el electrón está siempre en el lado exterior de la esfe-
ra, y sólo tenemos contribución del término (3.19). Entonces (3.27) queda
iwz Ive
V:m(f¡) 2
(b2+Z2)(1+1l/21
(3.28)
El armónico esférico V1m(R) puede ponerse en función de las funcio-
nes asociadas de Legendre P1m, (ver (2.115». Sin pérdida de generalidad
podemos tomar ,=0, pues equivale simplemente a cambiar de posición los
ejes de coordenadas. La integral resultante en z tiene solución analítica
en términos de las funciones de Bessel de segunda especie Km(x) (ver
(2.118» y finalmente obtenemos
21(wa) K2 (wb ) 1 [ E ( w)-1 ]v m v m 1+1E(w)+-l-
(3.29)
de donde, según (3.13)
2-8
P (b ) ...i2. ~. ~ Om
w = 2 1=1 m=O (l+m)! (l-m)!nv
21(wa) K2(wb) 1 [E(W)-l ]
v m v m 1+1
E (wl+-
l
-
(3.30)
que coincide con el resultado obtenido por otros métodos por Ferrell y
Echenique (1985).
Cuando bca, contribuyen al cálculo de (3.27> los cuatro términos
(3.19)-(3.22). Tenemos
ID
Iml:.=_l-IdW E2nv O l,m
(3.31>
donde
(3.32)
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-i wz Ive Ylm(R) Jm -iwz/v1+1 + dz e
r s
(3.33)
....iL
(Xl(w) = 21+1 <1+1) (e-l)e(le+l+ll (3.34)
~l (w) = 41r (3.35)le+l+l
..iL
Tl(w) =21+1 1 (l-e)1E+1+1 (3.36)
Teniendo en cuenta (2.115) y las propiedades de paridad de las fun-
ciones asociadas de Legendre, nos queda finalmente
(3.37>
donde
Ai
s 1- I dz r P (~) f (wz)1m O 1m r a v
m P (~)
AO J dz 1m r f ( !!!L)- 1+11m a vs r
(3.38)
(3.39)
donde f.(x) está definida en (2.120).
Las fórmulas (3.30) y (3.37) resuelven el problema de un electrón
clásico interactuando con una esfera de respuesta dieléctrica cualquiera
e(w). No existía hasta ahora la solución cuando el electrón pasa por
dentro de la esfera (b(a, ecuación (3.37». Presentamos a continuación
algunos cálculos que ilustran la utilidad de estas expresiones. En la
figura 3.5 mostramos la probabilidad de pérdida de energía para un elec-
trón de 50 KeV que incide sobre una esfera de Al en función del pará-
metro de impacto. Por simplicidad suponemos una respuesta de gas de elec-
trones libres para el medio, es decir
e (w)
2w
= 1 - Pw(w+iT) (3.40)
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Fig.3.5. Probabilidad de pérdida de energía para un electrÓn clásico de 50 KeV incidente sobre una esfera
de Al de 100 A de radio en funci6n del paráletro de ilpacto b. ---- corresponde al lodo de volulen;
-- - -- corresponde al lodo de superficie 1=1 (xblj -- -- corresponde a la sUla de los 20 prileros
modos de superficie (xbl. En la parte superior derecha se luestran los resultados experilentales de
Batson y Treacy (19801 para un haz de 100 KeV incidente sobre una esfera de Al de 250 A de radio con
una capa de Óxido de 50 A (entre las líneas verticalesl.
esfera. Notemos que con esta respuesta del medio la expresión (3.30)
coincide con la (2.119) obtenida a partir del modelo hidrodinámico sin
dispersión.
Por tanto al sustituir (3.411 y (3.42) la expresión (3.37l se divide
en dos contribuciones: una para los modos de superficie que proviene por
igual de (Xl, el y '["1, Y otra para el modo de volumen, que proviene de
(Xl' Esta contribución a la probabilidad de excitaciÓn del modo de volumen
es debida a la presencia de la superficie. Como demostró Ritchie (1957)
para una superficie plana, al introducir una superficie en un sólido
infinito tienen lugar dos efectos: aparecen los modos superficiales y
disminuye la probabilidad de excitaciÓn del modo de volumen. En la figura
aparecen para una esfera de radio 100 A la probabilidad de excitación
del modo 1=1, la probabilidad total de excitaciÓn de los 20 primeros
modos superficiales y la probabilidad de excitaciÓn del modo de volumen,
que incluye la contribuciÓn del medio infinito
" 21n (f:L)
wp
En la parte superior derecha de la figura 3.5 representamos los resulta-
dos experimentales de Batson y Treacy (1980) para un haz de 0.6 nm de
diámetro y 100 KeV incidente sobre una esfera de aluminio recubierta por
una delgada capa de óxido. Si no tenemos en cuenta los efectos de esta
capa, vemos que nuestros resultados dan una descripción cualitativamente
correcta de la pérdida de energía para modos de superficie si incluimos
muchos modos en el cálculo. Como han puesto de manifiesto Ferrell y Eche-
nique (1985) sólo para esferas de radio muy pequeño (z2 nm) es suficiente
con considerar el término dipolar 1=1. Según el mismo trabajo, para una
esfera del radio considerado, la contribuciÓn de los 20 primeros modos
difiere poco de la probabilidad total de pérdida de energía. Nuestro
resultado es también cualitativamente correcto para modos de volumen.
En la figura 3.6 mostramos la probabilidad de pérdida de energía w
para un electrón que incide axialmente sobre la misma esfera, usando una
función respuesta e(w) experimental (Hageman et al, 1974). Entonces, si
e(w)= R(w) +il(w},
- 4n 11
(lR+l+l)2+12 12
1+ R2 + 12
- 41T 11
(lR+l+l}2+1212
- 41T 11
<lR+l+IP+12 12
Vemos que el modo 1=1 no describe bien la pérdida de energía salvo para
w pequeñas. Para obtener resultados correctos para todas las w es pues
necesario incluir también muchos modos en el cálculo.
Como última aplicación de la expresión (3.37), consideremos el elec-
trón que incide axialmente y por simplicidad usemos la función respuesta
de gas de electrones libres. La probabilidad de excitación del modo de
volumen está formada por la probabilidad en un medio infinito más la
corrección debida al término lm[al (w)]
2a w 2--2.. 1n [f.L]
2 w
v P
2w
fTv
En la figura 3.7 mostramos el término de corrección a la probabilidad
del modo de volumen (segundo término de la derecha de (3.44». Como en
casos anteriores, es necesario sumar sobre muchas 1 para obtener una
buena convergencia de la serie. Para radios pequeños la corrección depen-
de linealmente del radio de la esfera
p (O)
w p
mientras que para radios grandes tiende al resultado para un medio semi-
infinito (Ritchie, 1957)
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Fig.3.b. Probabilidad de p~rdida de energía w para un electrón clásico de 100 KeV incidente axiallente
sobre una esfera de Al de 200 u.a. de radio, usando para la esfera una función respuesta medida expe-
rimentalmente. La curva a trazos s610 considera el lodo superficial 1=1; la curva continua es la
probabilidad total, sumada para toda l.
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Fig.3.7. Término de correcciÓn a la probabilidad de excitación del lodo de voluien por un electrÓn clási-
co de 100 KeV que incide axialmente sobre una esfera de Al, en función del radio de la aisma.
P (O) =
w
P
1r
2 v
como era de esperar. Podemos ver en la figura que el término de correc-
ción a la probabilidad del modo de volumen oscila con el radio de la
esfera. Por tanto la probabilidad de excitación del modo de volumen
(3.44) también oscilará. Este es un resultado nuevo, y coincide cualita-
tivamente con las oscilaciones en la probabilidad de excitación del modo
de volumen al variar el radio de la esfera para esferas pequeñas de alu-
minio que han sido puestas de manifiesto recientemente por los experimen-
tos de Batson (19851.
En el caso en que el haz electrónico incidente tenga una anchura
mucho mayor que el diámetro de la esfera, una buena representación de la
situación física se consigue usando ondas planas para la funciÓn de onda
del electrón
'f.(r) = iko.r() - e - -
'ff([) = ik.,.re - -
I ID I -i Q... r i Q... r 'Imó = t dw d[. d[.' e - e - ImUtJ(G!:...', w)] 8 (w+óE)O
Q..= k - 4 = (Q. q ):.:..o - z
...•
k2kL 2 2
óE = í_ -º-= .!L_ Q... ~ = .!L _ qz v2 2 2 2
y en el último paso se ha supuesto que to=(~,v).
Sustituimos ahora la suma sobre estados finales por una integral
_ 1_
3
(21T) I 3d q
_1_
(21T)3
+mI dqz
-m
donde jl (x) son las funciones esf~ricas de Bessel.
Queda
,2
r' . l' ( . 1) * . ( )1 1 Jl qr x
>¡ j1 ' (qr ') 1m [l1j( r..d:.' , {II)] o ( {l)+ 6E ) ÑI Y 1m (fI q)y ~m (i¡r) ~, yi'm' (11q)y 1'm' (i¡ r ')
(3.53)
Según hemos visto en 3.3.1, la interacci6n apantallada tiene siempre la
forma
1m [l¡J (r.., r..' , 1.11)] = 1 í Al (r.., !:...' , 1.11) V *1 (i¡ ,) VI (i¡ ),m m r m r
f *dil V1m(i¡) VI' , (ill = 011,8 ,. m" . mm'
+m m m m m
Im6 = 4! f~qz J~Q Q Id\l) I~r r2Jdr' r,2 jl(qr)jl(qr') Al (r..,!:...',w) X
U U O U O
x li (1.11+ 6E ) 1: V*1 ( i/ ) VI (i/ )m m q m q
* ?1+1í VI (i/ ) V (i/) = ~--m m q 1m q 41T
y sustituyendo la interacci6n apantallada por sus expresiones (3.19)-
(3.22) nos queda
12
+ 2 Im[(11 (W)] 1 I. + Im[al (W)] 2~+1 ]o 1 a
donde
(dr 1-1
1-1
1 = r j1 (qr) =
_a__
jl-1 (qa)o qa
a 1+2 L 1+2I. = I dr r j1 (qr) = a jl+1 (qa)1 O q
Definimos ahora la probabilidad de pérdida de energía w con transfe-
rencia de momento transversal Q, PQw, de manera que
s = I'dQ 2nQ IdW W PQw
donde S es la pérdida de energía por unidad de longitud, que según hemos
visto en 3.2 puede ponerse como
s = - ~ J dw W Im6w
+ 2 Im[Bl(w)] jl+1(qa)jl-1(qa) +Im[lJ(l(w)] j~+l(qa)]
Esta expresión es válida para cualquier respuesta dieléctrica e(w).
Los cálculos existentes hasta la fecha estaban restringidos a una res-
puesta de gas de electrones libres (Fujimoto y Komaki, 1968; Lushnikov y
Simonov, 1975; Barberán y Bausells, 1985). Para comparar con estos cálcu-
los, sustituyamos (3.41> y (3.42) en (3.62). Obtenemos, para el término
de modos superficiales
ps = 2a3 (21+1>2 rlD 2_1
Qw v fWsl 2 dq 8(wl+~qv) 4a ·0 Z s L Z q j~(qa)
-t j~(qa)
q
donde q= qz= v- Vvl-2wsl'
Esta expresiÓn coincide con (2.155) obtenida mediante el modelo hidrodi-
námica no dispersado (Barberán y Bausells, 1985).
Si en (3.63) mantenemos Q~O pero despreciamos el retroceso (qlI2=O),
nos queda
p s = 2
2
a I:
Q\II 1
v
2(21+1) 11151
4q
'j
j ~(qa)
donde ql=Ql+ \IIS11/vl, que coincide con los resultados de Fujimoto y Koma-
ki (1968) Y Lushnikov y Símonov (1975). Vemos pues que, incluso dentro
del modelo de electrones libres, nuestra expresiÓn es más general que
los cálculos existentes, y permite poner de manifiesto las distintas
aproximaciones que se han hecho en cada caso.
El término correspondiente a la excitaciÓn de modos de volumen es,
añadiéndole la contribuciÓn de un sólido infinito
~ 3 \11 J~ 2 1 ~ 3 1m 2 1 2
fe. a -.P- dq 8(\11 +!L2-q v) - - fiL w . dq o(w +JL..q v) -2 I: jl+1(qa)3 vOz p z q2 v P O z P 2 z q 1
m
J dq1) Z
2
0(\11 +~q v)
p L z
2q
[
Si (2ga)
2qa
sin2(ga)
(qa)l ]} (3.67)
2 Si (2:{)
j 1 (x) = 2x
siendo Si (x) la funciÓn íntegral del seno (Abramowitz y Stegun, 1965).
Si despreciamos el retroceso (qlI2=O) en <3.67) queda
3a w---.!!..
2 2v q
Si (2ga)
qa
'")
+ 2sinL (ga) ]
(qa )l
donde q2=Q2+Wp2/V2, expresión que coincide, para qa grandes, con Fujimoto
y Komaki (1968) y con el cálculo en RPA de Lushnikov y Simonov (1975) a
orden uno en l/qa. También coincide, aunque a orden cero, con nuestro
resultado hidrodinámica para modos de volumen (2.159). En efecto: si
aproximamos la relación de dispersión para los modos de volumen por
(2.63) Y hacemos k2«1, suponiéndola independiente de
argumento de una funci6n de Bessel, nos queda de (2.159)
_1_
k2 3'. a
21+1 2 ~
I: --- [-jl(ka)4q jl+l(qa)+jl-l(qa)]r1 ji (ka)
Teniendo en cuenta que
lIo(21+11 jl-l (x) jl+l (x) =
l
3
j~-l (x)
Si(2x) 2lfo(2l+11 = 1 + +
cos x
x 2x
2 Si (2x) sin 2lfo(2l+1) 1
xjl+l (x) = - +x 2x
obtenemos finalmente
pb 16
\11 3 f.+ _1_= P _a_ [
~V2-2(ljp 2 2 3 2 2v P q 4q a
Donde p=ka es una constante arbitraria en nuestra aproximación. En parti-
cular, con 1'=4 reproducimos (3.68) en su primer término.
En la figura 3.8 mostramos la probabilidad de excitación de los tres
primeros modos superficiales y las probabilidades totales para modos de
superficie y de volumen en función del radio de la esfera. Vemos que el
modo 1=1 s610 es importante para esferas pequeñas. En el intervalo de
radios mostrado s6lo contribuyen a la probabilidad de excitaci6n de modos
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Fig.3.B. Probabilidad de pérdida de energía para un electrón de 50 KeV con función de onda de tipo onda
plana incidente sobre una esfera de Al. en función del radio de ésta. Las líneas a trazos son las
probabilidades de excitación de los modos superficiales con la 1 que se indica. La línea continua es
la probabilidad total para modos superficiales y la línea de puntos es la probabilidad para el lodo
de volulen.
superficiales los diez primeros modos. Notemos que la pérdida de energía
de un haz ancho por excitaciÓn de modos de superficie es mayor que la
correspondiente a modos de volumen, de acuerdo con el resultado obtenido
en el capítulo anterior.
El formalismo general que hemos desarrollado en este capítulo nos
permite también considerar los efectos debidos a la anchura del haz,
reproduciendo los resultados que hemos obtenido en el capítulo segundo
para la excitaciÓn de modos superficiales por un haz incidente con una
distribución gaussiana. Si tomamos para el electrón incidente las mismas
funciones de onda (2.162)-(2.163)
nos queda, sustituyendo en (3.14), cambiando la suma sobre estados fina-
les por una integral y con ~=(~,qz) como transferencia de momento
-iQ.(t.-,e.') iqz(z'-z)
e - e x
2 2 2? 2
-y[(x-xo) +y] -y[(x'-xo) +y'-] L
>: 1 m[ W ( !:.., !:..' , w)] e e 8 ( w+ 2 - q z v )
2 2
-y[ (x-xo) +y ]
x 1m [W (!:.., !:..' , w)] e
-y-
42n v
iqz(z'-z)e
x 1 m [W (!:.., !:..' , \11)] 1/ '") '")
~v'" - 2 \11-(:1".
2 2 '") 2-y[(x-xo) +y] -y[(X'-XO)L+y' ]e e
Sustituyendo la interacción apantallada (3.19)-(3.22), obtenemos la
expresión general para este caso
y V? 2P = -- y~ -2w-Q
Q\II '") 4
.••1T Y
" [1 [ ()J a21+1IBolm(Q) ,2l~m m 'rl \11
IB~m(Q)12
21+1
a
y 1m (íl)
1+1
r
2 2-y[(x-xo) +y] -iqzz -iQ.oe e e-L
2 2-y[(x-xo) +y] -iqzz -iQ.oe e e-.1-
Esta expresión es, en general, dificil de calcular. Para dispersión
hacia delante (Q=O) y con una respuesta de electrones libres obtenemos,
para el término de excitación de modos superficiales
__y_ " _\lis 1ps = ¡"Q\II 2 l,m 21+1
1T y .
1
~i-2W sI
l+'i oa Blm(O) +
B~m(O) 12
l+'ia
donde qz= y- V v2 -2wl!l1
resultado obtenido con el método hidrodinámica. Para obtener el término
de excitación del modo de volumen debemos calcular en primer lugar el
término correspondiente al medio infinito. El cálculo se simplifica si
escribimos el potencial inducido por una partícula puntual en función de
su transformada de Fourier
_1_
'")
21T.L.
[ _1_ -1e(w)
ik.(r-r')e - --
k2
Con xo=O en '¡'oto de (3.73) Y una 'f., (O también gaussiana pero con
momento según z de valor k.•, obtenemos al sustituir en (3.14) y usar
i (x-x') (kz-w/v)
e
CIl
I e - 2 y ( P 2 + p , 2) e i!!.. (f..- f..' )x df.. df..'O
+al
J d' i(x-x')(kz-w/vidx x e-al
211 .5"(k - !!!..)
z v
al
I -2y(02+0'2) iO.(o-o')d f.. d f..' e r r e - Lo..L.. =O
-Q2/(4y)
e
1mÓ = - _1 ICIl d11.1 1m [_1_ -1) ICIldQ-Q- e -O2 1 (4 y )
1IV O e(w) O Q2+~
v2
1 ICIlImó= - -- dw
211v O
1Im[- -1]e (11.1)
2
11.1
El (4yv2)
donde E1(x) es la funciÓn integral exponencial (Abramowitz y Stegun,
1965) •
La probabilidad de excitación del modo de volumen para el modelo de
gas de electrones libres queda entonces
-y-
2
11 V
11.1
P };
h2 l,mv - 11.1P
IB~m(O)12
(21+11 a2l+1
donde D es la anchura total de la gaussiana a mitad del máximo. Aunque
este resultado debe ser también equivalente para radios "a" grandes al
cálculo hidrodinámico, como ocurre para el modo de volumen con un haz
ancho, la mayor complejidad del resultado hidrodinámica en este caso
impide una comprobaci6n analítica de su equivalencia con (3.871.
Consideraremos a continuaci6n un haz de electrones que incide sobre
una superficie plana de un medio infinito, que llena el semiespacio z<O.
Deduciremos en primer lugar la interacci6n apantallada W para este caso,
seguidamente calcularemos la probabilidad de pérdida de energía para un
haz estrecho o con anchura finita, y finalmente obtendremos una expresi6n
general para un haz cerca de la superficie.
Sea una carga q si tuada en el punto e en un medi o de constante
dieléctrica Eo cerca de una superficie situada en z=O que limita un medio
semiinfinito situado en Z<O, de funciÓn respuesta dieléctrica E(W) (Figura
3.9). Queremos encontrar el potencial estático ~(~) en todo el espacio.
Para ello resolvemos la ecuaciÓn de Poisson, y debido a la simetría del
problema empleamos la transformada de Fourier en la direcciÓn paralela a
la superficie. La soluciÓn tiene la forma
donde z> (z<) es la mayor (menor) de z, z', y ACI, BCI son constantes. Las
condiciones de contorno (continuidad de ~ y de DZ=E a~/dZ) aplicadas en
z=O nos permiten obtener
-Qz' -iQ.o'- e e _.L..
1f Q (EO+E)

-Q2' -iQ.o'e e _L.
2 1f Q EO
E-E
O
E+EO
_1_
E(W)-EO Id20
iO.(t.-f.') -Q(Z+2')
W(r..,r..' ,w) e - e= 21fEO E (W) +EO Q
-1 1 Id20
e ifL· (t.-f.') O(z-z')
W(r.., r..' ,w) e= 1f E(W)+EO O
z')O (3.92)
2<0
Un cálculo exactamente análogo con la carga q situada en el interior
del medio con respuesta E(W) nos da
1
E(W)+EO
z'<o
z >0
=:.1
21f
E(W)-EO
E (W) (E (W) +EO]
iQ.(o-o') Q(z+z')e- L.L. e
Q
Las integrales que aparecen en (3.91)-(3.94) tienen solución exacta.
Por ejemplo (3.91) quedaría de la forma
1
~I p-p' 12+(z+z')2
Sin embargo nos conviene dejarlas en la forma (3.91)-(3.94) porque nos
van a facilitar el cálculo de las probabilidades de p~rdida de energía.
En lo que sigue consideraremos por simplicidad Eo=l, es decir, que en el
exterior del sólido hay vacío.
Consideraremos en primer lugar un haz de electrones estrecho que se
mueve paralelamente a la superficie del sólido, a una cierta distancia
Zo (Figura 3.10). Si despreciamos los efectos de anchura del haz, podemos
'fO (0 =
ikox d (y) d(z-zo)e
'ff(e) = ikfx d (y) d(z-zo)e
normalizadas a una longitud unidad, donde Id(x)(l=ó·(x).
Podemos sustituir las funciones de onda en (3.14), teniendo en cuen-
ta que ahora son también válidas (3.24) y (3.25), con 10 que obtenemos
111
1 I I -iwx/v iwx'/v1mb.= 2lfV dw d!:...dC e e' ó'(y)ó'(y')ó'(z-zo)ó'(z'-zo)lmOJ(!:.J!:...',w)]
(1
Si z/O, es decir, si el electrón se mueve por el exterior del sóli-
do, debemos usar (3.91) para la interacci6n apantallada. Efectuando en
( 3 • 9 1) 1a i n t e g r a 1 an g u 1a r en [, n o s q u e da
= 1m [E ~w) - 1]E\w)+l
111
IdQJ()(Qlf.-f..' ¡>O .
Poniendo If'..-f.' 1=
integrales en y,
~ (x-x') 2 + (y-y') 2 podemos
y', z, z' y entonces
111 111 +111
1mb.= _1_ IdW lm[E(W)-l] IdQ e-2Qzo IdX dx' -iwx/v iwx'/vJ (QI '1)2lfV O E(w)+l e e O . x-x·O -111
+111
Id d' -iwx/v iwx'/vJ (QI '1)x x e e , . x-x =(.1
-lJ)
+CIlL J -iwu/(vQ)Q du e JO(u) =
-111
2 EI(Q-~)
~Ql _ w2 Vv2
1mb.= _1 ¡:w lm[E(W)-l] I:QlrV () E(w)+l w/v
-2Qzoe
~ Q2 _ (1)2
v2
QI
Im[e(W)-l~ IdQe(w)+l~
w/v
-2Qzo
e
~
2
Q2--
v2
= _2_
lf v 2
Im[e(W)-l]
e(w)+l [
2WZ 0]K -_o
O v
donde Ko(x) es la función de Bessel de segunda especie.
Si el electrón se mueve paralelamente a la superficie pero por el
interior del sólido (zo<O), usamos (3.94) para la interacción apantallada
y hacemos un cálculo totalmente análogo. El resultado es, evidentemente
= _2_
lfV2
1 [ e(w)-l ]
m e(\1¡)[e(wl+1]
K o [2WI Z 01]
(J v
e(w)-1
e(w)[e(w)+1]
1-e(w) 1
e(wl+l - [e(w) - q
y por tanto (3.104) se descompone en dos términos, donde el primero es
la probabilidad de excitación del modo superficial y el segundo término
es la disminución de la probabilidad de excitación del modo volúmico
debido a la presencia de la superficie.
Para el modelo de electrones libres (3.40) se obtiene
Im[e(W)-l~ = !!.. w o(w-\l)e(w)+1~ 2 s s
1
Im[e(w) -1) = - :!L w o ( w- (1) )2 P P
don de Ws = (1) •• ¡.¡2 es 1a ener9 ía del modo super f ic ial. De (3. 1(3) Y (3. 1(4)
se obtiene entonces el poder de frenado (pérdida de energía por unidad de
longitud) a través de (3.12), que reproduce los resultados de Núñez et
al (1980). En la figura 3.11 mostramos la probabilidad de pérdida de
energía correspondiente para el aluminio, en función de zo. Se represen-
tan la contribución en W=Ws y la contribución en W=Wp a la que se ha
añadido el término de pérdida de energía para un sólido infinito dado por
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Fíg.3.ll. Probabilidad d~ p~rdida de energía para un ~lectrón clAsico de SO KeV con tray~ctoria paralela
a.una sup~rficie plana d~ Al, ~n función de su distancia Zo a la lisia. La línea continua corresponde
al lodo d~ sup~rfici~, la discontinua al modo d~ volumen.
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Fig.3.12. Probabilidad d~ p~rdida d~ ~nergía w para un electrón clAsico d~ SO K~V con tray~ctoria parale-
la a una sup~rficie plana d~ Al, con una funciÓn r~spuesta medida exp~ril~ntal.ent~, para distintas
distancias zo, qu~ se indican ~n cada curva.
1 [E ( \1) -1 ~ 2 1 (\1)
m E«(I)+lJ = (R(\I)+l]l+P (\1)
1
1m[E(\I) -1] = - 1 (\1)R2(W)+!2(\I)
En la figura 3.12 mostramos la probabilidad de pérdida de energía (3.103)
y (3.104) calculada usando <3.1(8) para el Al (Hageman et al, 1974), en
función de \11 para distintas zo. En este caso el término de pérdida de
energía para un sólido infinito es
_2_ [1 ] 1n (2V
2
)
nv1 1m -¡-) -1E.\I1 (1)
El resultado muestra la misma tendencia que el presentado en la
figura 3.11 en cuanto a la variaciÓn de la altura de los picos con zo, y
sigue teniendo la divergencia sin significado físico en la superficie
para el modo superficial, que es consecuencia del modelo que hemos adop-
tado para el electrón incidente y para la respuesta del medio, incluyendo
las condiciones de contorno. Sin embargo ahora la descripción de la pér-
dida de energía en función de w es mucho más correcta que con el modelo
de gas de electrones libres.
El problema de la divergencia de la probabilidad de excitación de
modos superficiales cerca de la superficie puede solventarse si se permi-
te que el haz incidente tenga una anchura finita, es decir si tomamos
para el electrón incidente unas funciones de onda del tipo
w ...• ~,L L ikox'fO([) = -v( (z-zo) +y ]e e
(3.110)
W 2 2 ik .,l<'ff([} = -v( <z-zo) +y ]e e
normalizadas a longitud unidad en la dirección de incidencia.
Sustituyendo en (3.14), usando (3.24) y (3.25), Y usando además
(3.91)-(3.94) con la integral angular calculada, obtenemos
(1) (1) +(1)
1 2v 2 I I I -iw(x-x')/vIme.= 21TV (;-) dw ~Q dx dx' dy dy' e Jo(QIf..-f..'I)x
O 1) -(1)
x {Im[e(W)-1] J~z dz'e(w)+1 O
o
[ 1-e(w)] J '+Im e(w)[e(w)+1] dz dz
-(1)
2 2-2v[ (z-zo) +y ]e e-2V[(Z'-Zo)2+y,2] ~
(3.111~
+(1)
JdX
-(1)
dx' •-iw(x-,') Iv J (Q~(x-x' l' + (y-y' 1') =Ácos q y-y' I~Q' _o' I e (Q-"-'
O Q2 _~ v2 V
v2 (3.112)
(1) 2 1g (2z. ¡-Q/2) 2 QI2-2z ¡
I -Qz -2¡(z-zo) 1T [ II 2 [" o ]~z e e = 2 2; exp 2v -2¡zO] erfc 2¡
1)
1
2
21fv
(1)
J dQ
w/v
{ [
Q-4Z V]1 I [E(W}-1] -2zoQ f 2 0_
~Q2_W2 m e(w)+1 e er c 2'f2Y
v2
1 [Q-4Z0V] [Q+4Z0V] 1-e(w) 2zoQ 2[Q+4Z0'll]}
-4Im[E(W)+1]erfc 2~ erfc 2f2Y +Im[E(W}[E(W)+1]]e erfc 2V2Y
(3.115)
En el modelo de electrones libres la respuesta del medio viene dada
por <3.105) y (3.106). Tenemos entonces, para el Urmino correspondiente
al modo superficial
1 {-zoQ [Q-4Z0V] zoQ [Q_'+_4Z_0'll]}2
-~Q-' .-, _-\11-2- e erfc 2~2~ +e erfc 21[2Y'
v2
(3.116 )
bP (Z ) =
\11 O
[
Q+4Z 'lI
1 2zoQ f 2 O ]
~Q2 _ \112 e er c 2 'f2""V
v2
donde hemos usado el resultado {3.86l para el término del sólido infini-
to.
En la figura 3.13 presentamos los resultados del cálculo de (3.116)
y {3.117l para un haz de electrones de anchura 10 a.u. incidente sobre
una superficie de Al con una energía de 50 KeV en función de la distancia
a la superficie zo. Vemos que la probabilidad de excitación del modo
superficial no presenta divergencias en la superficie y al mismo tiempo
hay una cierta probabilidad de excitar el modo de volumen para zo>O. la
presencia del modo de superficie implica la disminución de la probabili-
dad de excitación del modo de volumen, lo que se observa bien en la figu-
3.4.4. Expresión general para un haz de electrones cerca de una
superficie plana
Consideremos un haz de electrones que incide sobre una superficie
plana. Si el momento del haz en la dirección paralela a la superficie
está bien definido, la correspondiente función de onda es una onda plana
y el electrón está deslocalizado en dicha dirección. Tomemos pues para
el haz incidente unas funciones de onda del tipo
LD
~
C) 1
UI
1
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Fíg.3.13. Probabilidad de pérdida de energía para un electrón de 50 KeV con funciÓn de onda gaussiana de
anchura 10 u.a., con trayectoria paralela a una superficie plana de Al, en funciÓn de su distancia a
la misma. pB corresponde al modo de superficie, pb al lodo de volumen.
= i ko • .l?. ¡I¡ ( )e - ~O z
'f (r) = e i ti' '.l?. ~ f (z )
f -
2 22 k() kOL _n k + -" - - +élE =2 ~.~) 2 2 Z
2
L -no V +élE2 :1.:_ z
ID1de. dC' 1d\l1
O
e i 9... (r 2..') ~: (z ' ) ~ f (z) * , ,
2 ~() (z) ~(j (z· ) Im[W (G C , (11)]
\11+~ -no V +élE -i ti " "2 :1.:_ Z
Al sustituir aquí (3.91)-(3.94) la integral en 9.. es inmediata, y
obtenemos
-11: :: éI= - I:
O 2 f2n fd
2
Q f~\I1
Q • O
donde <xlfz>= ~i'(z), <xIOz>= ~o(z). Esta es una expresión general que
puede usarse para resolver diversos problemas, como veremos en el si-
guiente capítulo.
Si el electrón se mueve solamente por el exterior del sólido Ifz> y
10z> son nulos para z<O, y (3.121) se reduce a su primer término. Enton-
ces puede conseguirse una aproximaciÓn a 1:0 si se desprecia aEz en el
denominador (la aproximación suele ser buena, puesto que para las \11en
que Im[(e-1)!(e+1)] es grande es \¡¡»6.Ez, en general, y en cualquier caso
el resultado es una cota superior al valor real). En este caso
,., ID
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La suma sobre fz puede hacerse ahora mediante la relaciÓn de cierre, y
queda
.i
~O = ~. 2
L.1T Jd~Q J~wQ O 1 lID [E-1]Q2 E+1\11+- -Q. v-i 82 -- .- 1 -
2QzA( )1-'(U e _ z U >z z
que nos permite definir, usando la prescripción de Manson y Ritchie
(1981) una autoenergía local dependiente de z para el electrón cerca de
la superficie
al
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Esta expresión difiere de los tratamientos clásicos (ver 3.4.2) en un
punto importante: debido a los efectos de retroceso (término Q2/2) no
presenta divergencias sin significado físico en la superficie. También
introduce una nueva dependencia en \11 de la función de pérdida de energía
Im~o, puesto que la solución clásica depende de w sólo a través del tér-
mino (E+1l-1•
Los electrones en un sólido perfecto infinito ocupan estados de
Bloch extendidos a todo el cristal. Cuando se limita el sólido con una
superficie, es un hecho conocido desde los inicios de la teoría cuántica
de los sólidos <Tamm, 1933; Shockley, 1939) que los electrones pueden
localizarse en estados superficiales. Esto es debido a que en presencia
de la superficie son válidas las soluciones de la ecuación de Schrodinger
con momento complejo. Un electrón en un estado superficial no tiene ener-
gía suficiente para escapar hacia el vacío y no puede penetrar en el
cristal porque su energía corresponde a un gap en la estructura de bandas
del mismo. La función de onda de estos estados decae con la distancia a
la superficie, tanto hacia el interior del sólido como hacia el exterior.
Una formulación general de la teoría de estados superficiales puede
obtenerse mediante la teoría de colisiones <Pendry y Gurman, 1975). Un
estado superficial se forma por reflexiones multiples entre los potencia-
les atómicos del cristal y el potencial de barrera de la superficie <Fi-
gura 4.1). El potencial de barrera tiene a grandes distancias un compor-
tamiento id~ntico al potencial imagen clásico Zl/Z, donde Zl= (e-1)/
[4(e+1)] y z es la distancia a la superficie, siendo e la constante die-
l~ctrica estática (Zl=1/4 para un metal), y en el exterior del sólido es
debido a la excitación de modos colectivos superficiales por el electrón
(plasmones de superficie en metales o fonones ópticos superficiales en
sólidos iónicos) (Lucas, 1971; Gerlach, 1971; Ritchie, 1972; Mahan,
1972). Seguiremos el formalismo tal como lo desarrollan Echenique y Pen-
dry (1978).
Sea una onda f+ que viaja hacia el cristal transportando la unidad
de flujo. Si su energía corresponde a un gap de la estructura de bandas
del sólido, sufrirá difracción de Bragg y una parte será reflejada
V(z)
lt'-
Fíg.4.1. Representación esquemática del potencial en la superficie de un sólido. Un estado superficial
se forma por reflexiones múltiples entre los potenciales atómicos del cristal y el potencial de
barrera de la superficie.
donde f_ transporta la unidad de flujo desde el cristal a la barrera
superficial. A su vez f_ será reflejada por la barrera dando
Al sumar la serie que se obtiene de reflexiones múltiples obtenemos para
la amplitud total de f.
Se formará un estado ligado a la superficie cuando (4.3) tenga un polo,
es decir
La condiciÓn (4.4) implica que rB=rc=l, puesto que por conservación
de flujo ambas amplitudes de reflexión están acotadas superiormente por
1. Este requerimiento se cumplirá siempre que la energía y el momento
paralelo a la superficie de las ondas sean tales que no admitan propaga-
ción hacia estados del cristal ni escape hacia el vacío. La condición
(4.5) no se cumple en general. Ahora bien, las fases ~c y ~B son función
de la energía, y en particular ~c varía en ~ cuando la energía cruza un
gap de un extremo a otro (Mc Rae, 1979), con lo que es probable que en
un sitio u otro del gap se cumpla la condición (4.5). A un estado super-
ficial producido por la variación de ~c le llamaremos estado inducido
por el cristal. De este tipo son los estados superficiales debidos a las
propiedades electrónicas del grueso de los cristales, como los estados
de "enlace suelto" de la superficie del silicio, muy estudiados por sus
implicaciones tecnológicas (Pantelides, 1978; Nicollian y Brews, 1982).
La variación de ~c no es, sin embargo, la única posibilidad para
que se cumpla la condición (4.5). Una variación de ~B tiene, evidentemen-
te, el mismo resultado. Un estado superficial producido por la variación
de ~B se llama un estado inducido por la barrera o, puesto que la barrera
de potencial tiene a grandes distancias un comportamiento idéntico al
potencial imagen clásico, se le llama también estado inducido por el
potencial imagen, o simplemente estado imagen.
Existe una diferencia fundamental entre los estados inducidos por
el cristal y por el potencial imagen. De consideraciones cuánticas ele-
mentales se deduce (Echenique y Pendry, 1978) que la variación con la
energía de la fase de la reflectividad está relacionada con la penetra-
ción de la función de onda al otro lado de la frontera causante de la
H_c_ =aE HB =dE
y por tanto un estado inducido por el potencial imagen, que tiene d~B/aE
grandes tendrá una gran parte de su carga en el lado del vacío. A la
inversa ocurre con un estado inducido por el cristal (Figura 4.2).
Un estado que se extiende lejos en el vacío tiene una energía co-
rrespondiente a la cola de tipo coulombiano Zl/Z del potencial imagen,
es decir, cercana al nivel del vacío. Estados con energía más cercana al
vacío se extienden más lejos, y les corresponde una variación de 2B más
rápida. Al aproximarse al nivel de vacío la variación de 2B se hace infi-
nitamente rápida, generándose una serie de Rydberg de estados.
La naturaleza universal del potencial imagen hace que este tipo de
estados aparezcan en toda clase de materiales: metales, aislantes, soli-
dos moleculares y líquidos. Fueron sugeridos por primera vez por Cole y
Cohen (1969), a partir de la observación de que el helio líquido tiene
reflectividad total para electrones cerca del cero de energía del vacío.
El hecho de que el helio sea aislante facilita la observación de los
estados al reducir la probabilidad de pérdida desde los mismos. En los
metales se presenta la dificultad de que la interacción electrón-electrón
ensancha los niveles de energía de los estados y puede en principio lle-
gar a hacer imposible su observación. Este efecto será particularmente
importante cuando la energía asociada al movimiento del electrón paralelo
a la superficie sea mayor que la energía de los modos superficiales del
sistema.
6arcía y Solana (1973) estudiaron el papel del potencial de superfi-
cie en los estados superficiales en un modelo unidimensional. Por otra
parte, el estudio de los estados imagen por difracción de electrones de
baja energía (LEED) se remonta a principios de la década de los setenta.
Se hicieron estudios de efectos de resonancia superficial por LEED a muy
(a) ~(z)
~(Z)
Fig.4.2. Funciones de onda de estados electrónicos superficiales. la zona z(O corresponde al cristal y
la zona z}O al vacío. al Estado inducido por el cristal. bl Estado inducido por el potencial imagen.
bajas energías (Jennings, 1971; Jennings y Read, 1974; García y Solana,
1976). Los efectos de la interacción inelástica sobre el espectro de la
la serie de Rydberg fueron analizados por Echenique (1976). Finalmente
quedó establecido que los estados imagen producen una estructura caracte-
rística en las curvas intensidad-energía de LEED antes de la aparición
de un nuevo haz (Rundgren y Malmstrom, 1977; Mc Rae, 1979).
Echenique y Pendry (1978) calcularon la energía de ligadura y la
anchura debida a la vida media de los estados en un metal, y demostraron
que la serie puede resolverse en todos sus miembros si se dispone de
suficiente precisión experimental. Su modelo empleaba un potencial con
la forma asintótica 1/4z cortado a cierta distancia Zo del origen. Con-
cluyeron que la observabilidad de los estados imagen es posible porque,
aunque al acercarse la energía en la dirección normal a la superficie al
nivel del vacío los estados se aproximan en energía entre si, al mismo
tiempo las funciones de onda correspondientes se van alejando de la su-
perficie, con lo que disminuye su acoplamiento con las excitaciones ele-
mentales del sólido, y por tanto disminuye la anchura de los niveles.
La detección de estados imagen recientemente en experimentos de
fotoemisión inversa (Johnson y Smith, 1983; Dose et al, 1984; Straub y
Himpsel, 1984; Wesner et al, 19B4; Reihl et al, 1984) ha reavivado el
interés por la teoría de la formación de los estados superficiales. Los
resultados experimentales muestran que estos estados tienen lugar en
prácticamente todas las superficies metálicas que han sido investigadas
(Woodruff et al, 1985; Hulbert et al, 1985; Goldmann et al, 1985; Giesen
et al, 1985, 1986; Straub y Himpsel, 1986). Smith (1985) ha calculado
las energías de ligadura de los estados superficiales del cobre mediante
una combinación de la teoría de reflexiones múltiples con teoría de ban-
das elemental de electrones casi libres.
Los estudios teóricos citados usan para la barrera superficial un
potencial imagen clásico cortado. Es decir, se supone que el potencial
que ve el electrón en el estado superficial es el inducido por una carga
puntual. Sin embargo, la situación real es que el ele~trón en el estado
ligado crea el potencial imagen que 10 está ligando. Este efecto de mu-
chos cuerpos modifica el potencial imagen cerca de la superficie. Dada
la precisión de los experimentos recientes, se hace necesario tener en
cuenta este efecto en los modelos teóricos (Echenique, 19B5;Echenique y
Pendry, 19B6b). En este capítulo presentamos un cálculo en teoría de
muchos cuerpos de las propiedades de los estados imagen superficiales
mediante un formalismo de autoenergía (Hedin y Lundqvist, 1969). Nuestro
modelo tiene en cuenta la naturaleza ligada del electrón que crea su
propio potencial imagen. El método ha sido usado previamente por Nieminen
y Hodges (1978) para estudiar estados superficiales de positrones en
metales, pero no había sido usado para el estudio de estados imagen de
electrones.
En la sección 4.2 presentamos el formalismo, que aprovecha la teoría
general desarrollada en el capítulo anterior, y su aplicación al cálculo
de energías de ligadura, vidas medias de los estados y masas efectivas
de los electrones en los mismos.
En la sección 4.3 se presenta un estudio de la influencia de la
respuesta del medio empleada. Comparamos el cálculo con funciones dieléc-
tricas no dispersadas E(W) obtenidas de experimentos ópticos para cada
material con el resultado del modelo de electrones libres. El uso de
estas funciones respuesta permite tener en cuenta características propias
de la respuesta dieléctrica de cada elemento que no siempre están bien
representadas por funciones dieléctricas sencillas de tipo "plasmon-pole"
(Echenique et al, 1981). Analizamos después la inclusión de dispersión y
excitaciones electrón-hueco en la respuesta del medio y llegamos a la
conclusión de que son efectos que si se incluyen adecuadamente influyen
poco en los resultados.
Presentamos en la sección 4.4 un estudio de estados imagen con mo-
mento paralelo a la superficie no nulo. En este caso, para momentos sufi-
cientemente altos pueden excitarse modos superficiales del sistema, lo
que aumenta la anchura de los estados y los hace desaparecer a partir de
un cierto valor del momento. Sin embargo, demostramos que los estados
existen para un amplio intervalo de velocidades, con energías por encima
del cero del vacío, donde sólo la conservación del momento paralela a la
superficie evita el escape del electrón al vacío.
En las secciones citadas se usa un modelo de barrera infinita para
representar el gap. En realidad hay que usar un método que tenga en cuen-
ta los parámetros propios del gap en cada sólido y la penetración de la
función de onda en el interior del material. Este estudio se realiza en
la sección 4.5.
4.2. Formulación del problema de los estados imagen mediante teoría de
muchos cuerpos
Como hemos visto en el capítulo anterior, cuando un electrón situado
en el vacío se acerca a una superficie metálica, su interacción con plas-
mones superficiales virtuales produce una variación de la energía poten-
cial del electrón. Esta es la explicación cuántica del potencial imagen
clásico. Al mismo tiempo, la interacción del electrón con plasmones su-
perficiales reales produce una disminución de su vida media. Podemos
representar estos efectos mediante un potencial efectivo
_ r;¡2
[ -2-- + Ve ff (r:..)] '1'n (r:..> = En
donde ~n es el conjunto completo de estados propios de V.~~([),y donde
el potencial efectivo se construye como en la sección 3.2 partir de la
autoenergía del electrÓn. Como en nuestro caso tenemos invariancia tras-
lacional en el plano de la superficie, podemos descomponer los estados
propios del potencial efectivo en la forma
= _1
2n
donde r:..=(.PJz).Es aplicable por tanto el resultado (3.121) para la ener-
gía media de un electrón en un estado ~o(z)
e-1 -Qz 2
{1 m[e +d 1 < OI e (l ( z) In> I +
+2 1m[e~¡] Re[(Ole -Qz(l(z)In>(nleQz(l(-z) 10>] +
[
e-1:¡ Qz 2 }
+ 1m e(e+1)J I<Ole (l(-z) In>1
donde <zIO>= ~o(z) y (zln>= ~n(Z); t=(Q.,kz) es la transferencia de momen-
to entre los estados '1'0 y 'l'n; 6Ez= E~z-E~o es la diferencia de las ener-
gías de los estados ~o y ~n; tOIl es el momento paralelo a la superficie
del electrón en el estado ~o; 8 es una constante infinitesimal; la super-
ficie está situada en z=O y el sólido en el semiespacio z<O.
Puesto que 6= <~oIV.~~I§o>, su parte real nos da la contribución
del potencial efectivo a la energía propia Eo
r- = - Im62
Como hemos discutido en la sección 4.1, los estados imagen tienen
prácticamente toda su amplitud en el exterior del sólido. Por tanto puede
obtener se una buena aproximación al cálculo de sus propiedades si se
desprecia su penetración en el cristal. Entonces en (4.9) sólo queda el
primer t~rmino, lo que simplifica mucho los cálculos. Esta aproximación
es equivalente a sustituir el pozo de potencial debido al gap por una
barrera de potencial infinita. Hacemos esta suposición en todo lo que
sigue, excepto en la sección 4.5 donde evaluaremos el efecto de incluir
los restantes t~rminos de (4.9) en el cálculo.
1m[e (w) -11e(w)+l~
JdW f(w) =w+ wO-ie
donde P indica parte principal, obtenemos para la parte real de 6
J:o
a¡ Q2
1. t -Q, 2 j 8(w+6E z+2-kOll Q) 1m [E (w) -1]Re6= - I<Ole In>1 dw
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que nos da directamente, según (4.111, la anchura del estado.
Si desarrollamos en serie (4.14) para kOlf pequeños, obtenemos
dw
Q2
w+óE +-z 2
Im[E(W)-1]
E(w)+1
dw
[ Q2]3w+óE +-z 2
Im[E(W)-1]
E(w)+1
La masa efectiva del electrón en el estado imagen según la dirección
paralela a la superficie se define como
y según (4.10) y (4.16), resul ta
*m =
om = m* - 1 = - ~
1 + V
que, si V es pequeña, queda
om ::::-V
Nos queda por especificar la funciÓn de onda en la dirección z,
~n(Z), que aparece en (4.8). Puesto que el potencial tiene, salvo muy
cerca de la superficie, un comportamiento del tipo del potencial imagen
V(z): -1/4z, podemos suponer que las funciones de onda no diferirán mucho
de funciones de tipo hidrogenoide. Para un potencial unidimensional del
tipo
f'Zl : m ziO
V(z) r úO:
Z
representado en la figura 4.3, las primeras soluciones ligadas de la
ecuación de Schrodinger son
'f 1 (z ) 2 r3/2 -rz E : r2 (4.24): z e -1 2
3/2 -rz/2 r::.:..
'f2(z) : [~] z (2-rz) e E : - (4.25)2 8
'f (z): A 2rz(_l)n (n-l)~ L(l)(2rz)
n n n-1 n E = - ~n 2n2
donde Ln(ll (x) son los polinomios generalizados de Laguerre (Abramowitz y
Stegun, 1965).
La desviación del potencial respecto al comportamiento 1/4z puede
estimarse a partir de la expresión (4.14), calculada para una partícula
puntual. Supondremos en primer lugar que el medio se comporta como un
gas de electrones libres. Entonces
\112
: p
1- \11(\11+ i 'f)
Im[e:(\II)-l]: \11e:(\II)+l s !!.. Ó (\11-\11 )2 s
donde \IIs=\IIp/42 es la frecuencia del plasmón de superficie. Entonces
(4.14) queda
\11
Re6: - 2s ~
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Hacemos ahora la siguiente aproximación: puesto que para valores de
n grandes, el solapamiento de las funciones de onda de los estados ~n y
20 será pequeño, y que para los estados ligados 6Ez« \11e , puede obtenerse
una buena aproximación a Re6 tomando 6Ez~O en (4.27). Entonces la suma
V(Z)
\11
Ret.= - i
2
Ql
JdQ "1 -Qzl")<~1I e ()
O
La expresión (4.28) nos da el potencial imagen en un punto a distancia
Zo de la superficie si tomamos <010> = S(z-Zo), es decir
Q2
\11 Ql a(\11 +;;--kO Q)V(zO)= s J~Q
-Qzo s L 11- e2 Q2 2 2 !í
() [ (\11 S +2) - (k011Q ) ]
para el estado con kOIl=0 obtenemos
\11 Ql -2Qzo
~
V (zO) = i IdO e f(2~Z)- = -2 Q2
O \11 +-S 2
donde f(x) es la función auxiliar de las funciones integrales de seno y
coseno, definida por (Abramowitz y Stegun, 1965)
En la figura 4.4.a se muestra el potencial (4.30) en función de z,
para rs=2, junto con el potencial -1/4z. En la figura 4.4.b se muestra
e 1 valor de 4zV (z ) en fu nc i Ó n de z, par a k011 =O Y k011 =5 a. u., jun to con
la z de máxima probabilidad de encontrar el electrón cuando está en los
primeros estados hidrogenoides de la forma (4.24)-(4.26), con r=1/4.
Como puede verse, para n~2 el electrón está en una zona en que el poten-
cial es esencialmente 1/4z, y por tanto será muy buena aproximación usar
las funciones de onda y las energías de ligadura (4.25) y (4.26) con
r=1/4. Para n=1, sin embargo, el electrón está en la zona en que los
efectos de muchos cuerpos modifican el potencial respecto al valor hidro-
genoide, y la funciÓn de onda (4.24) no es, en principio, válida. Lo
que haremos será usar la función de onda (4.24), pero tomando r como
parámetro variacional, ajustándolo de manera que la energía de ligadura
El dada por (4.10) sea mínima.
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Fig.4.4.a. Potencial imagen obtenido mediante el formalismo de teoría de muchos cuerpos para el estado
con ko"=O (línea continua) y rs=2, y potencial clásico -1/4z (línea a trazos).
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Fig.4.4.b. Potencial iMagen 4zVlzI norMalizado al potencial iMagen clAsico para re=2, con kou=O (línea
de puntos) y kou= 5 u.a. (línea continua). Las flechas indican la z de IIAxiMa probabilidad de encon-
trar el electrón cuando estA en el estado iMagen n.
4.3. Influencia de la respuesta del medio en las energías de ligadura
y masas efectivas
Estudiaremos en este apartado la influencia que tiene usar distintas
respuestas e(w) para el sólido en el cálculo de la energía de ligadura
Ea y la masa efectiva del primer (n=1) estado imagen (Bausells y Echeni-
que, 1986b). Para ello partimos de las ecuaciones (4.17) y (4.18), Y
haremos la aproximación que hemos citado en 4.2.2. Para n grandes el
solapamiento de las funciones de onda con el primer estado es pequeño, y
en cualquier caso para los estados ligados ~Ez«w para los valores de w
que dan la mayor parte de la contribución a la integral en w, con los
Im[(e-1)!(e+1)] que consideraremos.
Puede obtenerse por tanto una buena aproximación (como límite supe-
rior) a las ecuaciones (4.17) y (4.18) si se toma ~EzzO en los integran-
dos. La suma sobre estados intermedios puede entonces calcularse aproxi-
madamente usando la relación de cierre, y se obtiene
Re~ = - 1O lT
m
IdQ <Ole-2QzIO)
O
1 [e (w) -1]
m e(\I1)+1Q2
W + 2
m 1
m
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dw
[
Q2 ] 3w+ -
2
Im[e(w)-1]e(wl+1
Los cálculos que presentamos en este capítulo tienen la caracterís-
tica de que las interacciones de muchos cuerpos están determinadas por
la respuesta de los plasmones superficiales del sólido. Esta respuesta
tiene una naturaleza complicada en los metales reales que suelen conside-
rarse. Por ejemplo, el cobre y el níquel no tienen una resonancia de
plasmón bien definida debido al amortiguamiento por transiciones a las
bandas d, y el plasmón de la plata, que sí está bien definido, está sin
embargo desplazado en energía hacia valores bastante más bajos que el
correspondiente a un gas de electrones libres. Todas estas característi-
cas propias de cada material deben incluirse en la respuesta del medio si
se quiere hacer cálculos fiables de los efectos de muchos cuerpos.
Para tal fin usaremos una respuesta del medio no dispersada e(w)
medida experimentalmente, que incluye de manera natural todas las carac-
terísticas que acabamos de citar. Hemos hecho pues el cálculo variacional
de la energía de ligadura del primer estado imagen, usando la ecuación
(4.32) en (4.10), con la función de onda (4.24), y de la masa efectiva
mediante (4.33) y (4.20) usando el correspondiente valor del parámetro
variacional r. Hemos usado en estos cálculos funciones dieléctricas medi-
das experimentalmente1 para una serie de metales. A efectos de compara-
ción, hemos hecho también el mismo cálculo con una función respuesta de
gas de electrones libres
2
\1)
= 1- P
111 (w+ i~.)
Los resultados se muestran en la tabla 4.1, junto con los valores del
parámetro de densidad electrónica re que se han usado en el cálculo con
el modelo (4.34). Vemos que la dependencia de la energía de ligadura con
la densidad electrónica es distinta en los dos casos, y en particular,
en contra de lo que ocurre con la respuesta de electrones libres, la
energía de ligadura con la respuesta experimental es más baja para el
níquel que para el cobre, lo que está de acuerdo con los resultados expe-
rimentales para las caras (100) y (111l (Straub y Himpsel, 1986; Giesen
et al, 1986). Este efecto está por tanto relacionado con características
propias de la respuesta superficial de ambos metales. La igualdad de los
valores para Cu y Ag está también de acuerdo con los experimentos (Straub
y Himpsel, 1986).
Las correcciones a las masas efectivas en la dirección paralela
para todos los metales considerados son del orden del 17..
lLos valores de e(w) para Al, Cu, Ag y Au los hemos obtenido de
Hageman et al (1974); los valores para el Ni son de Feldkamp et al (1979).
EB (eV)
e(w) exp.
EB (eV)
(PS)
Ag -0.72 -0.69 3.02 1.013
Au -0.73 -0.69 3.01 1.013
Cu -0.72 -0.71 2.67 1.015
Ni -0.71 -0.73 2.07 1.013
Al -0.69 -0.73 2.07 1.009
Tabla 4.1. Energías de ligadura E8 y masas efectivas m* del primer
estado imagen, calculadas mediante funciones respuesta medidas experimen-
talmente e(w). Se incluyen a efectos de comparación los valores de Ea
que se obtienen usando un modelo de plasmón de superficie no dispersado
(PS) y los correspondientes valores del parámetro de densidad del gas de
electrones ra usados.
dispersados. Los efectos de incluir en la respuesta del medio la disper-
sión de los plasmones y la excitaciÓn de pares electrón-hueco pueden
evaluarse de un modo aproximado si se usa la aproximación llamada del
polo del plasmón de superficie (surface plamon-pole approximation) para
la función respuesta del medio es(Q,w) (Echenique et al, 1981). La fun-
ciÓn dieléctrica superficial se define como (Newns, 1970)
a partir de la funciÓn dieléctrica volúmica e(k,w). Si se usa para e(k,w)
la aproximación del polo de plasmón volúmico (Hedin y Lundqvist, 1969),
se obtiene una expresión cuyo comportamiento puede aproximarse por la
función respuesta
Es fácil demostrar que la expresiÓn (4.12) y, por tanto, las ecua-
ciones (4.32) y (4.33), son válidas si se sustituye e(w) por una respues-
ta no local del tipo es(Q,w), cambiando el signo global. De (4.36) se
obtiene, por otra parte,
donde wsQ viene dada por
2 2 'i Q4w = ll1 + (l(Q+ eQL +sQ 5 4
E 1 par ámetro (l(tiene e 1 valor (Echen ique etal, 198 1) (l(= V 3/5 vF ll1e,
donde VF es la velocidad de Fermi, y reproduce los resultados de Ritchie
y Marusak (1966) e Inkson (1973) para la relaciÓn de dispersión de los
plasmones superficiales para Q pequeñas. El parámetro e se determina
entonces con la condición de que la relación de dispersión de los plasmo-
nes superficiales se encuentre con el continuo de excitaciones electrón-
hueco en el mismo punto en que lo hace la linea de plasmones de volumen
en la aproximaciÓn de fases aleatorias (RPA), según la prescripción de
Wikborg e Inglesfield (1977). Este punto está determinado por una Qc tal
2O
~ + O vF = \Il (O )2 c P c
donde \Ilp(Q) viene dada por e1RPA(O,\Il~(0»=0. La solución de la ecuación
(4.39) puede aproximarse (hasta dos cifras decimales) por la expresión
(Echenique et al, 1981)
= 0,9259 +
~
0,2117 _ 0.0621
r s
Igualando ahora (4.38) en Qc con el primer término de (4.39) obtenemos ~
2 "'\ 2 _1a = vF + (O~vF - Ws -aQc) 02
c
Llamaremos 91(0,W) a la función respuesta cuya parte imaginaria viene
dada por (4.37) con el valor de a que hemos citado. En la figura 4.5 se
muestra la curva de dispersión \IlSQcorrespondiente para rs=2.
Esta elección del parámetro a a partir de consideraciones teóricas
da, sin embargo, valores de \IlSQ que son ligeramente más altos que los
experimentales (Echenique et al, 1981; Beck y Celli, 1972; Feibelman
et al, 1972), seguramente debido a que el perfil de densidad para una
superficie real es distinto de la función escalón que se ha supuesto en
los trabajos de Ritchie y Marusak e Inkson. Hay que tener en cuenta tam-
bién otro factor. El que a sea positiva equivale a que el plano imagen
para una partícula puntual esté situado en el lado interior de la super-
ficie. En efecto, el potencial imagen clásico para una partícula estática
viene dado por (Echenique et al, 19811
Z2 2 -20Iz\
~
QI
V (z) IdO
e (4.42)= 2 W2O sO
donde Z1 es la carga de la partícula. Al sustituir (4.38) y teniendo en
cuenta que para z grandes sólo contribuyen a (4.42) las O pequeñas, queda
QI
IdO
O
-20ze
w2+aO
s
Z2
1
4 [z + 2:J
s
0.8
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Fig.4.5. Curvas de dispersiÓn w(Q! con rs=2 para los plaslones superficiales con las funciones respuesta
gt(Q,w) (linea 1) y g2(Q,W) (linea 2). La linea a trazos es la curva de dispersión del plaslón de
volulen, y la zona rayada es el continuo de excitaciones electrón-hueco.
Z = __ a_
o 2W2
S
Cálculos autoconsistentes segQn el modelo "jellium" de la superficie
de un sólido (Lang y Kohn, 1973) muestran que el plano imagen debe estar
situado en la cara exterior de la superficie. Los valores que dan Lang y
Kohn aparecen en la tabla 4.2, referidos a la posición del extremo de la
distribución uniforme de carga positiva. Por tanto a, que segQn (4.44)
vale a=-3zo/(re3), debería ser negativa. Además esto haría que la rela-
ción de dispersión de los plasmones superficiales se acercara más a los
resultados experimentales. Llamaremos g2(Q,W) a la función respuesta
superficial calculada con la Q( obtenida a partir de los valores de Zo
dados por Lang y Kohn. El parámetro a se determina igual que antes, me-
diante (4.41). La correspondiente WeQ aparece representada en la figura
4.5 para re=2.
En la figura 4.6 se muestran los resultados del cálculo de la ener-
gía de ligadura del primer estado imagen mediante (4.32) con distintas
respuestas del medio: no dispersada (4.34), gl(Q,W) y g2(Q,W). Hemos
usado para ello una función de onda de la forma (4.24), con r como pará-
metro variacional. Puede verse en la figura que, aunque la dependencia
con re de la energía de ligadura para el modelo g2(Q,W) es distinta de
la del modelo no dispersado, los valores de la energía de ligadura para
el modelo g2(Q,W) son cercanos a los no dispersados para rB~3, donde se
hallan la mayoría de resultados experimentales. Los resultados del modelo
gl(Q,W) muestran que la inclusión de dispersión con Q( positiva y excita-
ciones partícula-hueco baja de forma significativa la energía de ligadu-
ra, lo que ya había sido puesto de manifiesto por Echenique (1985). Esto
es debido a que al incluir la dispersión el potencial imagen clásico que
diverge en la superficie queda reducido a un valor finito, con lo que
liga menos al electrón. Por otra parte, cuando el plano imagen se mueve
hacia afuera la energía de ligadura aumenta (Weinert et al, 1985), debido
a que el pozo de potencial efectivo se hace más ancho, y liga más al
electrón. Por tanto g2(Q,W) debe dar valores de Es mayores que el modelo
gl(Q,W). El resultado de nuestro cálculo muestra que efectivamente es
así, y además el efecto global es que prácticamente se cancelan los efec-
tos de la dispersión y las excitaciones partícula-hueco, a las densidades
de los metales típicos. Esta cancelación ha sido descrita cualitativamen-
ra
(u. a.)
lo - lb
(U. a. )
1. 6 ± 0.05
1.3 ± 0.2
1.2 ± 0.2
Tabla 4.2. Posición del centro de masas de la densidad de carga
inducida en la superficie lo, que coincide con la posición del plano
imagen, referida al extremo lb de la distribución uniforme de carga posi-
tiva, según Lang y Kohn (1973).
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Fig.4.6. Energía de ligadura del primer estado imagen en función del parAmetro de densidad del gas de
electrones, para tres modelos de la respuesta del Bedio: No dispersada (línea contínua), dispersada
con el plano imagen en el interior del sólido (línea a trazos] y dispersada con el plano imagen en
el exterior del sólido (línea de puntos).
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te por Giesen et al (1986). Podemos concluir que es una buena aproxima-
ción representar la respuesta del medio por una función E(W) no dispersa-
da.
Debemos añadir, sin embargo, que el modelo de plasmón de superficie
es una aproximación muy simple y por tanto este resultado, aunque intere-
sante, debe considerarse solamente una descripción cualitativa de los
fenómenos implicados. Además hemos usado el plano imagen estático al
definir a en la función respuesta g2(Q,wl. Una aproximación mejor podría
obtenerse usando una posición del plano imagen dependiente de W (Feibel-
man,1982j Liebsch, 19861. Sin embargo, puesto que nuestra intención en
este apartado es estudiar las diferencias existentes entre el modelo de
plasmón y el uso de funciones respuesta realistas determinadas experimen-
talmente, no seguiremos discutiendo estas cuestiones.
La masa efectiva calculada segdn (4.20) y (4.33) para los tres mode-
los se muestra en la figura 4.7. Los valores son del mismo orden de mag-
nitud para todos ellos, alrededor del 11.. Vemos también en la masa efec-
tiva un cierto efecto de cancelación, pues los valores para 92(Q,W) son
más cercanos a los del modelo no dispersado que los de 91(Q,wl. Puesto
que las masas efectivas son del mismo orden que las obtenidas con la
función respuesta experimental, concluimos que las masas efectivas no
dependen mucho de las características específicas de la respuesta del
medio.
Los cálculos de esta sección se han hecho empleando una función de
onda que corresponde a un modelo de barrera infinita para el cristal.
Como hemos comentado en la sección 4.1, aunque ésta es una buena aproxi-
maciÓn, porque las funciones de onda de los estados imagen penetran muy
poco en el cristal, no tiene en cuenta ni la posición del estado en el
gap ni la cara cristalográfica concreta de la superficie. La influencia
de estos efectos la estudiamos en la sección 4.5.
I*E
0.03
0.02
--
0.01
------- --- -------
-- ---------------- --
---
o
2 2.5 3 3.5
Fig.4.7. Igual que la figura 4.6, para la lasa efectiva del priler estado ilagen.
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4.4. Estados imagen con momento paralelo a la superficie no nulo
4.4.1. Formalismo y resultados
Según el formalismo en teoría de colisiones que hemos comentado en
la sección 4.1, un estado imagen se forma por reflexiones múltiples entre
los potenciales atómicos del cristal y el potencial de superficie. En
ausencia de otros mecanismos de interacción el electrón tendría una vida
media infinita en este estado, pero la realidad es que un haz electrónico
atrapado en el estado imagen puede perder flujo mediante dispersión con
estados del interior del cristal, mediante difracción en otro haz con
energía perpendicular sufici~nte para escapar al vacío, y debido a su
energía paralela a la superficie, mediante interacción con excitaciones
superficiales. Estos mecanismos y su importancia fueron estudiados por
Echenique y Pendry (1978). A las energías de los experimentos de fotoemi-
sión inversa sólo contribuyen a la anchura del estado la excitación de
pares electrón-hueco volúmicos, que es muy peque~a, del orden de los
milielectronvoltios (Echen i que et al, 1985).
En esta sección estudiamos la existencia de estados imagen con gran-
des momentos paralelos a la superficie, es decir, con energías muy por
encima del cero del vacío, donde sólo la conservación del momento parale-
lo a la superficie evita el escape del electrón (Bausells y Echenique,
1986a). En este caso el efecto de la dispersión inelástica es particular-
mente importante, porque la energía asociada al movimiento del electrón
en la dirección paralela a la superficie es mayor que la energía de los
modos superficiales del sistema. Nos interesa calcular la interacción
con la superficie de un electrón con momento kOIl en la dirección paralela
a la misma. Usaremos por simplicidad una respuesta superficial no disper-
sada de gas de electrones libres (4.34), Partiremos de (4.14) y (4.15),
Y haremos la aproximación ya comentada en la sección anterior que nos
permite aproximar la suma sobre estados intermedios mediante la relación
de cierre. Obtenemos
Re6= - 2
-2Qz
<Ole 10) (4.45)
Q2 2 2 !i
[(\11 +-) -(k Q)]s 2 011
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2 - 2 (01 -2Qzl". e O.>
Q2
El (kOIl Q-lIIS
-2")
(4.46)
Hemos calculado las energías de ligadura y las vidas medias para
los cuatro primeros estados de la serie de Rydberg. Como hemos discutido
en 4.2.2, para el primer estado el potencial no puede considerarse del
tipo del potencial imagen 1/4z, y por tanto hemos calculado la energía
de ligadura mediante (4.45) con la función de onda (4.24), con T como
parámetro variacional. Para los estados excitados las energías de ligadu-
ra vienen dadas directamente por (4.25) y (4.26), porque están lejos de
la superficie y allí el potencial se comporta como 1/4z. Las energías de
ligadura obtenidas en función del momento del electrón paralelo a la
superficie se representan en la figura 4.8.
Podemos obtener un límite superior analítico al valor de r/2 si
eliminamos Q2/2 en (4.46). Entonces
rls _ 1II m .,___s_ Idz L
2 - 2 k 011 O I '!'O ( z ) I (4.471
donde KO(x) es la función de Bessel de segunda especie. De (4.47) se
obtiene, para el primer estado
rls =
2
3
L+::" ]
,.-~F[3 LL~], 2' 2' 1II
T+~
k 011
(4.48)
donde F(<<,6;T;Z) es la función hipergeométrica (Abramowitz y Stegun,
1965). En el limite de grandes momentos ko", se obtiene de (4.47)
~ 2TkOll[In (-..•--) -0,92278J
2kOll "'s
(4.49)
Par a k011 = lOa. u • y re= 2, por ej emp1o ,la s apro ximaeiones (4 •48 ) Y
(4.49) dan 0,27 y 0,34 eV respectivamente, como límites superiores de
r/2. El valor exacto según (4.46) es 0,25 eVo
Los resultados de nuestro cálculo de las vidas medias se muestran
en las figuras 4.9 y 4.10, donde se comparan las anchuras de los estados
con la separación energética entre ellos. Un estado no podrá ser resuelto
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Fig.4.B. Energías de ligadura de los cuatro primeros estados imagen en función del momento del electrón
paralelo a la superficie, para rs=2.
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Fig.4.9. Vida media del priaer estado imagen en función del IOlento del electrón paralelo a la superfi-
cie, para rs=2 (línea continua). La línea a trazos es la separaci6n energética entre el estado n=l
y el estado n=2.
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Fig.4.10. Vida ledia del estado imagen n en función del IOlento del electrón paralelo a la superficie,
para rs=2 (linea continua). La línea a trazos es la separación energética entre el estado n y el
n+1. a) n=2; bl n=3; el n=4.
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experimentalmente cuando su anchura sea mayor que la diferencia de ener-
gía entre ~l y el siguiente estado de la serie de Rydberg. En nuestro
cá1cu1o los tr es primeros estados dejan de r eso1ver se par a k011 :::;5 , 1O Y
16 a.u., respectivamente.
4.4.2. ObservaciÓn experimental por LEED
Para poder observar experimentalmente los estados imagen es necesa-
rio que un electrÓn situado en uno de estos estados escape hacia el va-
cío, donde puede ser detectado. Esto ocurre, por ejemplo, en los experi-
mentos de difracciÓn de electrones de baja energía (LEED). El haz inci-
dente está acoplado con los estados imagen, y a su vez ~stos se acoplan
con otros haces que pueden escapar al vacío. Podemos representar esquemá-
ticamente este efecto en la figuar 4.11.a. Este proceso de reflexiÓn con
resonancia puede descomponerse en procesos de difracción mediante el
modelo de cuatro haces (Mc Rae, 1971, 1979; Echenique y Pendry, 1978)
representado en la figura 4.11.b, donde Soo es la amplitud de difracción
directa y Svo y Sov son las amplitudes de acoplamiento por difracción
entre los haces incidente y reflejado y el estado superficial. El subín-
dice gO significa un proceso de difracciÓn con cambio de momento paralelo
2n(g-0). Re y Rb son coeficientes de reflexiÓn en el cristal y la barrera
superficial, respectivamente. La amplitud de reflexiÓn total correspon-
diente a la suma en todos los órdenes de un proceso de este tipo es
+ ••• (4.50)
Las resonancias en la reflexiÓn corresponden a la condiciÓn ReRb=l, donde
Re=rc exp(i~c), Rb=rb exp(i2b)' Puesto que rb:::;rc:::;l,nos queda la condi-
ciÓn 2(E)=2b(E)+2c(E)=2nn, que corresponde a (4.5), siendo n un número
entero. Si En es la solución de esta ecuación, a la que añadimos una
parte imaginaria para tener en cuenta la anchura del estado, podemos
desarrollar en serie l-RcRb cerca de En=Enr+i(rn/2) y obtenemos
1 - R Re b
:::;-i .ti.]
aE E
nr
(E-E )nr
r
-1L
2
(4.51 )
(a)
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Fig.4.11. Acoplaliento del electr6n incidente con un estado i.agen en un experilento de LEED. a) Esquela
global del proceso. El haz incidente se acopla con un estado ilagen, y éste se acopla con otro haz
que puede escapar al vacio. b) Procesos de orden lAs bajo de la descolposición del proceso (a) en
difracciones y reflexiones (modelo de los cuatro haces).
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es decir
50 Rb5 O9 9
(E-E -i Ln..)
nr 2
(4.52)
que podemos poner como
R = 500 + Cn .~E -E -1
2
-nr
rn /2 (4.53)
donde el coeficiente Cn es esencialmente constante al variar n (Echenique
y Pendry, 1978). De acuerdo con esta expresión, la contribución de cada
estado al espectro de intensidades especular de LEED nos da una lorent-
ziana que se añade a la señal de fondo. Un haz de electrones incidente
con momento tO=(toll ,koz) y energía E será difractado por la superficie
según el vector de 1 a red recí proca superfi c í al CL y emergerá con un
momento normal a la superficie
(4.54)
de donde se deduce que, para una energía dada y un ángulo de incidencia
del haz fijo, solamente se observarán los haces difractados cuyas ~ sean
tales que el término dentro de la raíz en (4.54) sea positivo. En parti-
cular, para
E = E
GI
= L 'k + 2 ,2~ - 2 '"'-011 ll"9...
tenemos kz=O y el haz difractado saldrá rasante respecto a la superficie
del sólido (condiciÓn de emergencia del haz). Para E>Eg- el haz ~ será
visible. A los efectos de la componente perpendicular a la superficie
para un estado imagen esta condiciÓn es equivalente al nivel energético
del vacío, puesto que un electrón en el estado
't' (r ) = ~ ( z) ei (toll +211"~)• r:..
n-n (4.55)
tendrá una energía
permite al electrón escapar del estado ligado. Por tanto, en un experi-
mento de LEED, los estados imagen se manifestarán a las energías
(4.56)
143
para cada vector de la red recíproca superficial ~. Entonces a través
del acoplamiento entre el haz incidente y el haz ~ que hemos descrito en
(4.50)-(4.53), la intensidad del haz reflejado especularmente presentará
las oscilaciones en forma de 10rentziana correspondientes a los estados
imagen a las energías (4.56), es decir, a -IEnzl por debajo de la energía
EQ- en que emerge el haz ~ con incidencia rasante.
En la figura 4.12 se muestran los espectros de intensidades para el
haz especular correspondientes a nuestros resultados (con el fondo elimi-
nado) para ko»= 2 a.u., en que todos los estados se resuelven bien, y
para kOII= B a.u., donde el primer estado ya no puede resolverse.
En el cálculo que hemos realizado en esta sección no hemos tenido
en cuenta todas las contribuciones a la anchura de los estados. Como
hemos comentado al principio, un estado puede ensancharse debido ~ su
interacción con el cristal y debido a difracción en otros haces que pue-
dan escapar de la superficie. La inclusión de estos efectos no cambiaría
cualitativamente nuestros resultados. Tampoco hemos incluido efectos de
dispersión de los plasmones. Los resultados de la sección 4.3 nos indican
que ésta es una aproximación razonable a las densidades metálicas para
el cálculo de las energías de ligadura. Una última aproximaciÓn que hemos
hecho, despreciar la penetración de la funciÓn de onda en el cristal,
será analizada en la sección siguiente.
4.5. Penetración de los estados imagen en el sólido
4.5.1. Formalismo
A pesar de que la penetración de la funciÓn de onda de los estados
imagen en el cristal es pequeña, sus efectos dependen de la posiciÓn del
estado en el gap y de la cara de la superficie que consideremos. En los
cálculos que hemos hecho en las secciones anteriores de las masas efecti-
vas y vidas medias de los estados imagen hemos usado funciones de onda
de la forma ~(z)=A z e-~z, que corresponden al modelo de barrera infinita
para el cristal. En realidad tenemos un gap de la estructura de bandas
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Fig.4.12. Espectros de intensidades para el haz especular de LEED correspondientes a nuestros resultados
(con el fondo elilinado) para a) koll= 2 u.a. y b) koll= 8 u.a.
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en lugar de una barrera infinita. Las propiedades del estado imagen deben
depender pues de los parámetros del gap, como por ejemplo de la cara
cristalográfica de la superficie. Calcularemos ahora los efectos que
tiene la penetración de la función de onda en el cristal en la masa efec-
tiva y la vida media de los estados imagen (BauselLs et al, 1986).
Usaremos para simplificar los cálculos una respuesta del medio no
dispersada (4.34). La energía de interacción media del electrón en el
estado imagen viene dada por (4.9), que en nuestro caso queda
6= - _1 E
41T n
A (Q,n)+
s
W ]P--- ...••Q'-2----. - Ab (Q, n)
W +6E +2-k 11' Q-l SP z --
(4.57>
donde
-Qz 2 Qz -QzAs(Q,n)= I<Ole (jez)In>1 + 2 Re«Ole (je-z)In><nle (jez)10>] +
+ I<OleQz(je-z) In>12 (4.58)
-Q I z -z ' 1 Qz 2Ab(Q,n)= <OI(n'le (je-z)al-z')ln>IO'> - I<Ole al-z)ln>1 (4.59)
y la notación es la misma que en 14.9),
Desarrollando en serie la parte real de (4.57) para ku peque~as
obtenemos 14.16), donde ahora
14.60)
y mediante 14.20) podemos calcular la masa efectiva,
La anchura del estado debida a la excitación de plasmones se obtiene
de la parte imaginaria de (4.57)
r, - L E
2 - 2 n
_ Q2
W 1:1( k Q-w -6E --)
P 11 P z 2 }-"'-------'=------=Q=-2-=-2-"Ab (Q , n )
[k2Q2 - (w +6E +-' ) ] "J.
11 P z 2
(4.61)
Esta expresión se anula para k~ <2Iws+6Ez) por efecto de las funciones
escalón, debido a que la función respuesta que hemos utilizado solamente
describe plasmones de energía fija Wp y wa, que no pueden ser excitados
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por un electrón con energía menor. Para comparar con resultados experi-
mentales los valores de kll más interesantes son precisamente los valores
pequeños. Podemos obtener vidas medias no nulas para kll pequeñas si per-
mitimos que los plasmones tengan una anchura finita en energías (lo que,
evidentemente, representa mucho mejor la respuesta de los plasmones
(Raether, 1980». Esto se consigue dejando que T en (4.34) tenga un valor
finito, equivalente a la anchura de la resonancia del plasmón. La expre-
sión correspondiente a (4.61) es entonces
St=
2
2+ W
P
(4.62)
donde v=kll•
Puesto que la penetración de los estados en el sólido es muy peque-
ña, sobre todo para n~2, despreciaremos la penetración de los estados
con n>l. Como ejemplo de la bondad de esta aproximación, el valor del
término que en las expresiones anteriores acopla los estados n=1 y n=2
dentro del sólido es menor que el 10% del término correspondiente al
estado n=1. En esta aproximación tenemos In>=IO> en (4.58) y (4.59),
excepto en el primer término de (4.58), que nos da el acoplamiento de
las funciones de onda de los estados fuera del cristal. Solamente en
este primer término nos sigue quedando la suma sobre estados intermedios.
Pero este primer término tiene la forma que hemos encontrado en las sec-
ciones anteriores, y por tanto podemos usar la aproximación 6EzzO en
(4.60)-(4.62), e invocar la relaciÓn de cierre para sumar sobre los esta-
dos intermedios. El resultado final de estas aproximaciones es
11-'= - 2 (4.63)
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r
2 - A (Q,O) +s
Q2
w 9(kn Q-w --2 )P P (4.64)
~-2 - +
2+ w
P
(4.65)
donde
-2Qz Qz -QzA (Q,O)= <Ole . EHz) lO> + 2 Re[<Ole 9(-z) IO><Ole e(z) 10)] +
s
+ l<oleQZe(-z) 10>12
Ab(Q,O)= <OI<O'le-Qlz-z'le(-z)9(-z')IO>IO'> - I<OleQZ9(-Z)IO>12
(4.66)
(4.67>
Para calcular estas expresiones únicamente nos falta determinar que
función de onda empleamos para el estado n=1.
4.5.2. Función de onda. Modelo NFE de dos bandas
La función de onda del electrón para el estado n=1 en el interior
del sólido la obtendremos a partir del modelo de electrones casi libres
(NFE) con dos bandas (Goodwin, 1939; Forstmann, 1970). En este modelo
suponemos que en el interior del sólido tenemos dos bandas de energía
separadas por un gap (Figura 4.13). Este gap se halla en el límite de la
zona de Brillouin asociada al vector ~z de la red recíproca (que tiene
la dirección z) y está producido por una componente de Fourier Vv del
potencial. La magnitud del gap es por tanto 21Vvl' Puesto que queremos
obtener la funciÓn de onda de un estado superficial, que tiene que decaer
en amplitud hacia el interior del SÓlido, debemos buscar soluciones con
energía en el gap. Las soluciones con energía en el gap corresponden a
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Cristal Vacío
z
Fig.4.13. Representación esquemática del potencial en la superficie, suponiendo el modelo de dos bandas
en el interior del sólido.
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momentos complejos
kz = P + iq (4.68)
Siguiendo el modelo de electrones casi libres, tomamos para el elec-
trón una función de onda que sea superposición de la onda incidente y la
que ha sufrido la difracción de Bragg
(4.69)
Al sustituir en la ecuación de Schrtidinger obtenemos un sistema de ecua-
ciones para A y B que tiene solución si se anula el determinante
v
9
= O (4.70)
v
9
2(k -g )_z=--.-,z=--__E
2
Teniendo en cuenta (4.68) y operando se obtiene finalmente (Inglesfield,
1982; SlIIith, 1985)
=~P 2
2
E = IL.
9 2 (4.71)
q = f2 [(4E E + V2)'1 - E -E ]119 9 9 (4.72)
k2
"E = Etot - 2 (4.73)
y para la función de onda
f(z) = A eqz cos(pz +8) ziO (4.74)
donde
sin(2ó') = a,a
V
9
Esta función de onda la empalmaremos en la superficie con una fun-
ción hidrogenoide que no se anule en la superficie, del tipo
'f(z) = B (z+a) -'I"Ze z~o (4.75)
Igualando (4.74) Y (4.75) Y sus derivadas en la superficie, obtenemos
a = coso (4.76)(q+T) cos8 - p sin8
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B = A coso
a (4.77)
y normalizando la funciÓn de onda completa
2 2 -~A = [ 1.. (1.. + g cos (20)+ P sin (26» + cos o (_1- +-ª--.¡. ª-)] (4.78 )
4 q q2 + p2 a2 4,..3 2,..22,..
En la figura 4.14 mostramos la forma de la funciÓn de onda (4.74)-
(4.75) Y la correspondiente al estado n=2, obtenida con una función de
la forma
2 -TZ /2
'f(z) = B (z+a) (-z) e,..
en lugar de (4.75).
4.5.3. Resultados
Con la funciÓn de onda que acabamos de definir podemos ya calcular
la masa efectiva y vida media del estado imagen n=1 usando (4.63)-(4.65).
Aplicaremos estas expresiones a las superficies Cu(100), Cu(111) y
Ni(111). Usaremos como energías de ligadura E para evaluar (4.72) los
valores experimentales 0,65 eV para Cu(100) (Straub y Himpsel, 1986);
0,83 eV para Cu(111) y 0,80 eV para Ni(111l (Giesen et al, 1986). Como
parámetros de los gaps del cobre usamos EQ=.4945 u.a., VQ=.1121 u.a.
(Cu(100»j Eg=.3787 u.a., VQ=.0937 u.a. (Cu(111» (Smith, 1985), y para
el gap del níquel EQ=.4246 u.a., VQ=.1268 u.a. (Hiapae l et al, 1979).
Para la anchura de los plasmones en el cálculo de rd/2 usamos un valor
típico de 1 eV (Raether, 1980), aunque tanto Cu como Ni tienen los plas-
manes muy poco definidos debido a la presencia de transiciones en las
bandas d. Los resultados que hemos obtenido aparecen en las tablas 4.3-
4.5, parametrizados según,.. de la funciÓn de onda. Incluimos a efectos de
comparación los valores que se obtienen con el modelo de barrera infini-
ta, usando una funciÓn de onda del tipo 'f(z)=A z e-lz• Vemos que las
correcciones a la masa efectiva m*-1 aumentan en un factor 2-3 con res-
pecto a los resultados de la barrera infinita, aunque siguen teniendo
valores del orden del 31.-41..Incluso si aplicamos el mismo factor a otras
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Fig.4.14. Funciones de onda para los estados ilagen n=1 (línea continua) y n=2 (línea discontinua), con
el lodelo de las dos bandas para el interior del solido, con los paráletros Ev=l, Vv=0.25, E1=1.171,
E2=1.192, Tl=0.2, T2=0.25.
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m* - 1 (1i.)
Barrera
Infinita
Cu
Cu(100) Cu(111)
Barrera
Infinita
Ni
Ni(111)
0.15 0.7 1.4 2.9 0.4 1.1
0.20 1.2 2.4 3.9 0.7 2.0
0.25 1.8 3.6 4.8 1.1 2.9
0.30 2.4 4.9 5.4 1.4 3.8
Tabla
función de
trones son
4.3. Variación de la masa efectiva con el parámetro ~
onda. Los valores del parámetro de densidad del gas de
rs=2.07 para Ni y rs=2.67 para Cu.
de 1a
elec-
r/2 (eV)
Barrera
Infinita
Cu
Cu (100) Cu <111>
Barrera
Infinita
Ni
Ni (111)
0.15 0.13 0.30 0.71 0.07 0.32
0.20 0.24 0.54 1. 01 0.14 0.57
0.25 0.38 0.83 1.25 0.23 0.86
0.30 0.53 1. 14 1.44 0.35 1. 16
Tabla 4.4. Variación de la vida media del estado debida a la
ciÓn de plasmones de vida media infinita con el parámetro ~ de la
de onda, para kll=1 u.a. Los valores del parámetro de densidad delelectrones son re=2.07 para Ni y re=2.67 para Cu.
excita-
función
gas de
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Barrera
Infinita
Cu
Cu(100) eu (111)
Barrera
Infinita
Ni
Ni (111)
0.15 0.54 0.64 0.81 0.25 0.32
0.20 0.68 0.82 0.93 0.32 0.41
0.25 0.80 0.97 0.99 0.37 0.48
0.30 0.89 1. 10 1.01 0.41 0.54
Tabla 4.5. Variación de la vida media del estado debida a la excita-
ción de plasmones de vida media finita con el parámetro lf de la función
de onda, para kll=O.l u.a. y una anchura del plasmón de 1 eVo Los valores
del parámetro de densidad del gas de electrones son rs=2.07 para Ni y
rs=2.67 para Cu.
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contribuciones a la masa efectiva debidas a la excitación de pares elec-
trón-hueco (Echenique y Pendry, 1986a), el cálculo teórico no puede ex-
plicar desviaciones de m· respecto de la unidad mayores que aproximada-
mente un 10%. Notemos que al pasar de Cu(100) a Cu(111) nos acercamos al
extremo de la banda, y que las correcciones a la masa efectiva aumentan.
Este hecho está de acuerdo con resultados anteriores (Smith, 1985~.
La excitación de plasmones contribuye a la anchura del estado n=1
solamente cuando la energía asociada con el movimiento del electrón para-
lelo a la superficie es mayor que la energía de los plasmones superficia-
les del sistema, cuando estos modos tienen una vida media infinita (tabla
4.4). Para modos con vida media finita, en cambio, se obtiene una anchura
no nula del estado para valores peque~os del momento paralelo (tabla
4.5). En cualquiera de los dos casos, la anchura debida a la vida media
del estado aumenta con respecto al modelo de la barrera infinita, en un
factor que depende de la superficie concreta que consideremos, pero se
mantiene del mismo orden de magnitud. En particular, para momentos para-
lelos pequeños el aumento es mucho menor que para momentos paralelos
grandes. Es de esperar que el mismo resultado se dé para el ensanchamien-
to del estado debido a la excitaciÓn de pares electrón-hueco (De Andrés
et al, 1986), que es la única contribución importante a la vida media de
los estados imagen a las energías en que tienen lugar los experimentos de
fotoemisión inversa. Esta contribución es muy peque~a en los modelos de
barrera infinita IEchenique et al, 1985), del orden de unas pocas milési-
mas de electronvoltio, de manera que incluso si dejamos que la función de
onda penetre en el sólido el ensanchamiento del estado debería ser menor
de 50 meV, lo que estaría de acuerdo con resultados experimentales re-
cientes (Giesen et al, 1985; Straub y Himpsel, 1986). Por otra parte,
debido a esta anchura finita puede establecerse una corriente túnel a
través de estos estados, a pesar de su carácter localizado (Binnig et
al, 1985; Becker et al, 1985; Louis et al, 1986).
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5. FENOMENOS DE IONIZACION PRODUCIDOS POR lA INTERACCION DE IONES
MOlECUlARES CON SOlIDOS
5.1. Introducción
La interacción dinámica de iones moleculares rápidos con sólidos
presenta ciertos efectos nuevos con respecto a la interacciÓn que presen-
tan los iones aislados (Brandt y Ritchie, 1976; Remil1ieux, 19801. Cuando
un ion molecular incide sobre un blanco SÓlido, pierde sus electrones de
valencia en la zona de las primeras capas atómicas (tiempo de vida ~10-1e
s, para un amplio rango de velocidades (Cue et al, 198011. A partir de
este momento los iones residuales empiezan a alejarse entre sí debido a
la repulsión de las fuerzas culombianas. La evolución temporal de la
distancia entre los iones ha sido evaluada por Brandt et al (19741. Si
el blanco es suficientemente delgado, sin embargo, el tiempo de vuelo
del proyectil en su interior es corto y es una buena aproximación suponer
que la separación entre los iones es aproximadamente constante mientras
atraviesan el blanco. Puesto que los iones atómicos viajan muy cerca unos
de otros (la separación media inicial entre núcleos para un ion molecular
de hidrógeno, H2+, es de Zl,29 Al puede haber efectos importantes debidos
a la configuración espacial de los iones en la interacción que sufren
con el blanco. La fuerza que actúa sobre uno de los iones debido a su
interacción con el blanco puede ser alterada por la presencia de los
otros iones del agregado. Consecuencia de ello es que la p~rdida de ener-
gía del agregado de iones no será, en general, igual a la suma de las
p~rdidas de energía que experimentaría cada ion por separado (Brandt et
al, 19741.
Como ocurre con la interacciÓn de iones aislados con SÓlidos, el
agregado de iones puede excitar en el blanco electrones aislados o exci-
taciones colectivas. En particular, cuando un ion con velocidad v) Vo
=e2/~ (lo que se cumple siempre en los casos que nos interesan) se mueve
en un medio material aparece un apantallamiento dinámico, debido a que
con el ion pueden viajar fluctuaciones de densidad electrónica (Bohr,
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1948). Cuando el medio tiene modos colectivos bien definidos aparece una
estela (Neelavathi et al, 1974; Ritchie et al, 1976; Vager y Gemmell,
1976; Echenique et al, 1979). Para un agregado iónico, la estela del ion
que va delante interactda con los demás iones, y el resultado es un aco-
plamiento adicional entre los iones del agregado a trav~s de la respuesta
colectiva del medio (Brandt et al, 1974; Arista, 1978). Como resultado
de este acoplamiento, para una mol~cula diatómica el segundo ion tiende
a alinearse con el primero paralelamente a la dirección de incidencia.
Este efecto se manifiesta experimentalmente en la distribución angular y
energ~tica de las partículas del agregado cuando emergen del medio (Gem-
mell et al, 1975, 1976; Laubert y Chen, 1978; Vager et al, 1976; Ec kar dt
et al, 1978).
Los iones moleculares de energía relativamente alta pueden ionizar
las capas internas atómicas con lo que se produce la emisión de rayos X
por el sólido. En este capítulo estamos interesados en estudiar los posi-
bles efectos debidos a la configuración espacial del agregado de iones
en la ionización de estas capas internas. Se han producido recientemente
resultados experimentales estudiando la existencia de este "efecto mole-
cular" en la excitación de capas internas. En los experimentos de Chen
et al (1977) y Lurio et al (1978) realizados en Al y otros materiales no
se encontraron diferencias en la producción de rayos X para H+ y H2+ de
la misma velocidad, dentro de los errores experimentales. Sin embargo,
Ootuka et al (1983) han obtenido un efecto apreciable en la producción
de rayos X del Al en óxido de aluminio A1203• otros experimentos en que
se detectaban electrones Auger han dado tambi~n resultados positivos en
óxido de aluminio y negativos en aluminio (Yamazaki y Oda, 1982; Yamazaki
et al, 19831.
El distinto comportamiento del Al y el A1203 en un proceso de exci-
tación de capas internas no tiene una explicación inmediata. Las capas
internas del Al en el aluminio metal y el óxido de aluminio tienen prác-
ticamente la misma energía de ligadura y no están afectadas por el entor-
no y la coordinación química del átomo de aluminio. A continuación calcu-
laremos, mediante un modelo sencillo, el efecto molecular en la excita-
ción de una capa interna atómica. Con ello daremos una posible explica-
ción a la diferencia de comportamiento entre el Al y su óxido (Bausells
y Barberán, 1985). Empezaremos describiendo brevemente el efecto de ali-
neamiento de los iones del agregado debido a la estela.
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5.2. Efectos de la estela
Consideremos un agregado de dos cargas Z1 y Z2 moviéndose con velo-
cidad ~ en un medio material cuya respuesta viene dada por la función
dielédrica e(k.,w) (Figura 5.1). Suponemos Y... paralela al eje z , y que el
vector que une Z1 con Z2 es L=(~,-d). La densidad de carga del agregado
puede ponerse como
El potencial creado por esta densidad de carga se obtiene de la ecuación
de Poisson
o4lr P (k., 1,11)
k2 e(k.,w) (5.2)
donde ~(k.,w) y pO(!0w) son las transformadas de Fourier del potencial
total y de pO(!:Jt>. En particular
-ik.l)e -- (5.3)
Sustituyendo en (5.2) y calculando la transformada inversa, obtenemos
_1_1 2 ei !L. f... ei \I)Z I v e- i wt Z - iQ • b i wd Iv)
§(r..,t)= 2 2 d Q dw k2 (k) (ZI+ ~ e --elrV e~,w L (5.4)
Este es el potencial total del sistema. A partir de él pueden calcularse
las fuerzas que actúan sobre los dos iones. El potencial (5.4) suele
llamarse potencial de estela puesto que incluye la descripción de la
estela de oscilaciones de la densidad electrónica que sigue a los iones.
Para cada función dieléctrica que se considere se obtiene una aproxima-
ción correspondiente al potencial de estela (Echenique et al, 1979).
Vamos a calcular a continuación la fuerza que actúa sobre el segundo
ion debida al potencial (5.4). La componente paralela al movimiento del
agregado será
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y
Fig.5.1. Agregado de dos iones de cargas 11 y Z2 loviéndose con velocidad! en un ledio laterial.
v
Fig.5.2. Fuerzas Que actúan sobre el segundo ion, perpendicular (F~l y paralela (F"I a la trayectoria, y
sus componentes en la direcciÓn perpendicular a la recta Que une a los dos iones.
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__.il: __ i Z2 f 2FII- t ; e ] - 2 2 2 d Q dw \11
L ez (b -d+vtl II v-,
iQ.b -iwd/ve - - e
2 w2
(Q +-2-)E(k.\II)v _.
(Z + Z e - i liLa º- e i wd Iv)
1 2
(5.5)
donde el primer término, proporcional a Z1Z2, es debido a la interacciÓn
del segundo ion con la estela del primero, y el término proporcional a
Z22 es debido al potencial inducido por el propio ion Z2. La fuerza per-
pendicular al movimiento es, análogamente,
F =- Z [ll.] =-
1. 2 op (tL,-d+vt)
iZ2 j 2 iQ.b -iwd/vd Q e - - e Z - i Q • b i \lid / v )'j-'-- dw QCOSIfI 2 2 (Zl+ e - l:!
Lll"V (Q +~)E(k,\II) 2v· - (5.6)
donde la interpretación de los términds es la misma que en (5.5). Notemos
que el término en Z22 se anula por efecto de la integral angular.
Nuestra intención es estimar la fuerza de alineamiento que actOa
sobre el segundo ion. Para ello no nos interesa el término proporcional a
Z22 en (5.5), puesto que el primer ion percibe una fuerza igual y por
tanto no tiene ningOn efecto sobre el alineamiento del agregado.
De (5.5) y (5.6) obtenemos, al hacer las integrales angulares
f::
-41)
-i\lld/v
\11 e
Q J (Qb)
O (5.71
F.L (1-+2) = -i\lld/ve
Q2 J (Qb)
1 (5.8)
donde Jo(x), J1(x) son funciones de Bessel.
La componente de estas fuerzas que producirá el alineamiento (Figura
5.2) será.
(5.9)
Aplicaremos ahora estas expresiones a los casos de Al y A1203• El
Al tiene un plasmÓn muy bien definido (Figura 5.3.al, y por tanto su
respuesta puede representarse bien por una funciÓn dieléctrica del tipo
de Drude. El óxido de aluminio es un aislante y no tiene plasmones (la
parte real de su función respuesta e (\11) medida experimentalmente (Hageman
et al, 19741 no se anula nunca), pero su función respuesta Im(-l/e) puede
-.-w
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Fig.S.3.i. Funci6n respuesta III-l/el para el alulinio IHagelan et al, 19741.
100 w (eV)
Fig.S.3.b. Función respuesta Ia(-l/el para el óxido de alulinio Al203 IHagelan et al, 19741.
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representarse razonablemente bien como un plasmón de energía wp~ 22 eV y
anchura ,-~ 20 eV (Figura 5.3.b) (Rae t har , 1980).
Para la respuesta del medio tomaremos, por tanto, una función die-
léctrica que describa los plasmones con vida media finita. Una primera
aproximación que produce resultados manejables es la función respuesta
de tipo Drude
2
w
= 1 - Pw(w+i,-) (5.10)
donde T describe la vida media del plasmón (anchura del modo).
Con una función respuesta independiente de ~ las expresiones (5.7)
y (5.8) pueden ponerse como
iZ1Z2 I+ID -iwd/vF (1 '1) d e KO(Wb
v
)
11 -L = - lTVZ W W e (w)
-O)
(5.11)
F.L (1--2) =
Z 1 Z 2 +ID - i wd I v
J'd W w e K ( wb )lTVZ e(w) 1 v-O) (5.12)
donde Ko(x), K1(x) son funciones de Bessel de segunda especie.
En la figura 5.4 mostramos el resultado de calcular la fuerza de
alineamiento (5.9) en función del ángulo El (ver figura 5.2), usando las
expresiones (5.11) y (5.12) Y la función dieléctrica (5.10) con los pará-
metros correspondientes al Al y al A1203, y una separación entre iones
correspondiente al valor medio para un ion H2+ (R~1.29 A) (Brandt et al,
1974). Podemos ver como la fuerza de alineamiento es mucho mayor en Al
que en el óxido de aluminio, como era de esperar puesto que el aluminio
tiene los modos colectivos, causantes del alineamiento, mejor definidos.
Aunque el modelo utilizado es sólo una primera aproximación, este resul-
tado debe ser cualitativamente correcto.
5.3. Ionización de capas atómicas internas
Para describir la respuesta de un electrón atómico al bombardeo por
agregados de partículas cargadas rápidas usaremos la generalización que
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Fig.5.4. Fuerza de alinealiento sobre el segundo ion en función del ángulo e (fig.5.2l.
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hacen Basbas y Ritchie (1982) del modelo de oscilador armónico de Bohr
(1913, 1915, 1948). Este modelo es útil para describir la física de la
interacción de partículas cargadas con la materia, y da una buena des-
cripción cualitativa de los fenómenos.
Consideramos que el átomo blanco está en el origen de coordenadas y
que ~1 es el vector parámetro de impacto del primer ion del agregado
(figura 5.5), que se mueve con velocidad ~ uniforme. Un electrón ligado
clásico, representado por un oscilador armónico de frecuencia w corres-
pondiente a la energía de ligadura del electrón en el átomo responderá a
esta perturbación externa según la ecuación
2+ W r.. (5.13)
donde Zl' Z2 son las cargas de los iones incidentes.
La energía transferida al oscilador durante la colisión viene dada
entonces por (Landau y Lifshitz, 1975)
1
+ID [ Zl Z 1
2
6E
.L Idt í wt Ir..-y.~-º-2llr..=O (5.14 )= e '7t. Ir..-Y.t-!!.1I +2 -ID
donde para velocidades altas es válida la aproximación de impulso, es
decir, después de calcular el gradiente se toma r..=O,lo que se justifica
por el hecho de que el radio del orbital del electrón es muy pequeio
comparado con el término ~t.
En (5.14) podemos sustituir el potencial de Coulomb por su transfor-
mada de Fourier
r
1
211"2
in. re !1. ----q2 (5.15)
y queda
(5.16 )6E = 211"; v2
2
En los experimentos de ionización de capas internas (Chen et al,
1977; Lurio et al, 1978; Ootuka et al, 1983) se ha utilizado para obtener
la información sobre la excitación de la capa L del aluminio la línea
satélite de energía alta de la línea K« del espectro de rayos X. Esta es
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z
Fig.5.5. Trayectoria del agregado de iones con velocidad r cerca de un atolo situado en el origen de
coordenadas.
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una línea que aparece a :1500 eV (unos 100 eV por encima de la línea K«
normal) y que proviene de un proceso de doble ionizaciÓn en el que un
proyectil causa vacantes en las dos capas K y L. Para que un ion pueda
producir este doble proceso es necesario que colisione con el átomo con
un parámetro de impacto muy pequeño, menor que el radio del orbital K
(Basbas y Ritchie, 1982).
Para simular la situaciÓn experimental, calcularemos la pérdida de
energía (5.16) que experimenta un agregado de dos iones cuando uno de
ellos pasa por el centro del átomo (b1=0). Haremos el cálculo en funciÓn
de la orientaciÓn del segundo ion para una orientaciÓn fija de éste, y
también suponiendo que el segundo ion tiene una orientaciÓn al azar res-
pecto al primero.
Pon gamos en (5. 16) el par ámetro dei mpa e to b 1= (1 , Y !l=(º-' wl v ). En ton -
ces
1!lE =--
2lT2 v2 lAwlQ2+-v2 i wd/ve -iQ.b) 2e -- (5.17)
El módulo al cuadrado que aparece en (5.17) se calcula como la suma de
mÓdulos al cuadrado para cada componente de~, lo que nos permite hacer
las integrales angulares, y queda
!lE=
2
Q2
W2
J
1
(Qb)] +
Q2+-
vl
j
,oe
w2
- 4lT2 [Z dOv2 1
(1
Q---+
Q2+~
v2
Qe
+z2eiWd/vldQ
O
Qe
Q Jo.(Qbi][ZljdQ
Q2+~
v2 (1
(5.18 )
donde Qe es un límite superior de integraciÓn en la transferencia de
momento entre el agregado y el oscilador. Una aproximación razonable
es qe2=2w, de manera que se supone que el modelo es válido hasta que el
momento transferido en la colisión le da al electrÓn una energía igual a
la de resonancia del oscilador. Puede tomarse también otro valor de mane-
ra que se incluya la contribuciÓn adicional de parámetros de impacto
pequeños en que el electrÓn excitado puede absorber grandes momentos y
está esencialmente libre después de la colisiÓn. Esto puede hacerse to-
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mando qc=2v, el máximo momento que se puede transferir a un electrón
libre en una colisión frontal, y es equivalente a incluir en el modelo
excitaciones partícula-hueco. Tomaremos este valor en nuestros cálculos.
Podemos poner 6E en la forma
(5.19 )
entonces Ep1 representa la pérdida de energía del ion que pasa por el
centro del átomo, Ep2 la del otro ion y Ev es la pérdida de energía debi-
da a la interacción de los dos iones, y es la que produce el efecto mole-
cular. Entonces
2 2 '1 >
E = fJL In (kV')
P 1 4 wv
E = ~ (12 + w2 12)p2 v2 1 v2 O
E 2w
2
1n(2V2) wd lO= cos(-)v 4 w vv
donde
(5.20)
(5.21)
(5.22)
(V QlO - dQ --2 Jo(Qb)
O Q2+Lv2
2v Q2
11 - J dQ Q2+~ J 1(Qb)O v2
(5.23)
(5.24)
La magnitud del efecto molecular se calcula habitualmente como el
cociente entre Ev y la pérdida de energía para un protón. En nuestro
caso la pérdida de energía para un protón depende del parámetro de impac-
to b, y por tanto Epl~Ep2' Tomaremos pues como definición del efecto
molecular la definiciÓn general
9 =
2 Ev ZlZ2
ZiEpl+Z~Ep2
(5.25)
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2 ln(2v2) wd lOcos(-)w v (5.26)9 = ln2(2v2) + v2 P + 12
W w1 1 O
En la figura 5.6 mostramos el valor de 9 para H2+ en Al en funciÓn
del ángulo Que forma la recta Que une los dos protones con la direcciÓn
de incidencia. Hemos tomado R=1.29 A, la distancia media entre los dos
protones en H2+ (Brandt et al, 1974) y w=2.65 u.a. y v=6.28 u.a. para
coincidir con el experimento de Lurio et al (1978).
Si suponemos que el segundo ion tiene una orientación al azar res-
pecto al primero, entonces despu~s de desarrollar (5.17) en sus componen-
tes debemos hacer el promedio angular de eiq.~, es decir
<eiR.!:..)= sin(gr)
qr (5.27)
y llegamos a la expresión siguiente
sinx 2}
R2 w2 ]
x2+--
v2
(5.28)
donde si nu = si nx _ Ci (x )u2 x
siendo Ci(x) la función integral del coseno (Abramowitz y Stegun, 1965).
El cálculo de esta expresión con los mismos valores de los paráme-
tros que hemos usado para (5.26) nos da para el efecto molecular definido
tambi~n a trav~s de (5.25) el valor <g>=0.273 que aparece indicado en la
figura 5.6.
Estos resultados, junto con los del apartado anterior, nos permiten
proponer una posible explicación cualitativa a las diferencias observadas
en el ritmo de producción de rayos X entre el Al y el AI20~. En aluminio
existe una fuerza apreciable que tiende a alinear el segundo ion con
respecto al primero en la direcciÓn de incidencia (Fig 5.4), Por tanto,
en promedio el ángulo que forma la linea Que une los dos iones con la
direcciÓn de la velocidad será pequeRo, y para un ángulo pequeRo el efec-
to molecular es también pequeño (ver figura 5,6), En óxido de aluminio,
~env
.CJ
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Fig.5.b. "agnitud del efecto molecular para la ionización de la capa L del alulinio por un agregado de
dos iones, con uno de ellos pasando por el origen, en función del angulo e (fig.5.2l, {g> es el valor
del efecto molecular con una orientaci6n al azar del agregado,
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en cambio, la fuerza de alineamiento tiene un valor muy reducido (Fig.
5.4). Habrá pues muy poco alineamiento de los iones y éstos incidirán
sobre el blanco con una orientación esencialmente al azar. El valor del
efecto molecular es entonces apreciable, como hemos visto (Fig. 5.6).
La pequeña diferencia entre las energías de ionización de la capa L
en Al metálico y en A1203, que en nuestro modelo se introducen a través
de la energía w del oscilador, produce cambios del mismo orden en la
magnitud g del efecto molecular, que son inapreciables.
Debemos hacer algunas precisiones sobre la explicación propuesta a
los distintos ritmos de producción de rayos X. En primer lugar, el resul-
tado depende de la definición de g. Si se define como Ev/Epl no se obtie-
ne el mínimo que aparece en la figura 5.6, sino que g decrece de forma
monótona desde 0° a 90°, y por tanto no es válida nuestra explicación.
Ahora bien, la definición general del efecto molecular es (5.25), y la
expresión Ev/Epl que se usa habitualmente es un caso particular cuando
Epl=Ep2' por lo que en este aspecto nuestro cálculo es correcto. En se-
gundo lugar, resultados experimentales parecidos (efecto molecular en
A1203, ausencia de efecto en Al) se han obtenido en procesos Auger indu-
cidos por iones moleculares H2+ (Yamazaki y Oda, 1982; Yamazaki et al,
1983). Estos resultados no pueden explicarse con nuestro modelo, puesto
que los electrones Auger que se detectan provienen de las primeras capas
atómicas del sólido, donde los iones todavía no han podido orientarse,
y probablemente ni siquiera la molécula de H2+ ha perdido todavia su
electrón (Yamazaki et al, 1983). Sin ambargo, y puesto que los procesos
Auger tienen características distintas a la producción de rayos X (por
ejemplo, hay diferencias notables entre Al metal y A1203 cuando el proce-
so se produce por acción de una partícula aislada) no está excluida la
posibilidad de que se trate de mecanismos distintos los que produzcan
el efecto en cada caso. Finalmente, en una comunicación reciente Ootuka
et al (1985) han usado el modelo cuántico de Basbas y Ritchie (1982)
para la ionización doble por una molécula diiónica, y concluyen que el
efecto molecular es mayor para iones orientados cerca de la dirección de
incidencia que para ángulos mayores, resultado opuesto al nuestro y a
los experimentos. Sin embargo, no especifican que definición han usado
para g, y como hemos visto este aspecto es importante en el resultado
final.
En cualquier caso, es necesario que se realicen nuevos experimentos
en este terreno para que podamos tener un conocimiento más preciso de
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los procesos que intervienen en la ionización de capas internas atómicas
por iones moleculares. En particular, para blancos muy delgados o veloci-
dades altas, debería según el modelo propuesto producirse efecto molecu-
lar en aluminio metálico, puesto que los iones no tendrían tiempo de
alinearse mientras atraviesan el blanco.
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ó. CONCLUSIONES
Se han estudiado los modos normales de oscilación del gas de elec-
trones (plasmones) de una esfera metálica, obteniéndose dos tipos de
modos. los modos superficiales tienen energia menor que wP, la frecuencia
de plasma del gas de electrones, y su fluctuación de densidad electrónica
está confinada cerca de la superficie de la esfera. Su energía es, para
radios R de la esfera grandes, prácticamente constante e igual al valor
clásico, mientras que para radios pequeños crece al disminuir R, de a-
cuerdo con cálculos previos y con observaciones experimentales. Los modos
volamicos, de energía mayor que Wp aunque muy cercana a este valor para
R>10 A, tienen una fluctuación de densidad electrónica que abarca a todo
el volumen de la esfera. Los modos volamicos que hemos obtenido no habían
sido descritos previamente en la literatura, hasta donde tenemos noticia.
Se ha calculado la probabilidad de pérdida de energia de un haz
electrónico incidente con perfil gaussiano por excitación de plasmones de
la esfera. Se han obtenido resultados que dependen en gran medida de la
posición relativa entre el haz y la esfera y de la anchura del haz, y en
particular se ha comprobado que el efecto de la incidencia rasante del
haz sobre la esfera es importante en la excitación de modos superficia-
les. Todo ello permite explicar resultados experimentales en microscopía
electrónica de barrido y transmisión (STEM) (Batson, 1980, 1982a y b;
Batson y Treacy, 1980).
Se ha desarrollado una teoría general para la pérdida de energia de
electrones incidentes sobre sólidos y sus superficies, a partir del cál-
culo de la autoenergía del electrón. Esta teoría tiene utilidad práctica
en experimentos de microscopía electrónica, pero es también útil en la
definición de un potencial óptico en LEED y RHEED, así como en cualquier
problema que involucre la interacción de electrones con superficies. La
teoría admite cualquier respuesta dieléctrica local E(W) del sólido, a
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diferencia de los cálculos existentes hasta la fecha que estaban restrin-
gidos al modelo de gas de electrones libres. En particular se ha resuel-
to, por primera vez, el problema de un electrón clásico que atraviesa una
esfera con función respuesta e(w), caso directamente aplicable a experi-
mentos de STEM. Se ha demostrado que el pico que aparece en este caso
cerca de la superficie de una esfera en los experimentos en función del
parámetro de impacto para la excitación de modos superficiales (Batson y
Treacy, 1980) es debido a la excitación de los modos con "1" grandes
(grandes índices multipolares). Asimismo se han obtenido oscilaciones en
la probabilidad de excitación del modo de volumen en función del radio
para un haz incidiendo axialmente sobre una esfera, resultado nuevo que
coincide cualitativamente con las observaciones de Batson (1985).
La teoría citada se reduce con las aproximaciones adecuadas a los
resultados previos (Fujimoto y Komaki, 1968; Lushnikov y Simonov, 1975;
Núñez et al, 1980) en los casos en que dichos resultados existían. Este
hecho nos ha permitido poner de manifiesto de manera clara las distintas
aproximaciones que se habían hecho en cada caso.
Se han calculado las energías de ligadura, masas efectivas y vidas
medias de estados inducidos por el potencial imagen en superficies. Se
ha usado un formalismo de autoenergía en teoría de muchos cuerpos, a
partir de la teoría general desarrollada en el capítulo tercero, que
tiene en cuenta que es el propio electrón ligado el que crea el potencial
imagen que lo está ligando.
Se ha estudiado el efecto de la función respuesta dieléctria del
medio en las energías de ligadura y las masas efectivas de los estados
imagen. Mediante el empleo de funciones respuesta e(w) determinadas expe-
rimentalmente se han obtenido energías de ligadura mayores para el primer
estado imagen del Cu que para el del Ni, de acuerdo con los resultados
experimentales (Giesen et al, 1986; Straub y Himpsel, 1986), lo que no
puede predecirse usando funciones respuesta del tipo polo de plasmón.
Esto es debido a que las e(w) experimentales tienen en cuenta efectos
como las transiciones de las bandas d del cristal, que no están incluídas
en las e(w) de tipo polo de plasmón y son importantes en metales de tran-
sición como el Cu y el Ni.
Se ha estudiado el efecto de incluir en la respuesta del medio la
dispersión de los plasmones y las excitaciones electrón-hueco, a través
de un modelo de polo de plasmón superficial. Hemos visto que, si la dis-
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persión se incluye de manera que la posición del plano imagen coincida
con los cálculos autoconsistentes de la superficie (Lang y Kohn, 1973)
que lo sitúan en el exterior de la misma, los efectos de la dispersión
son muy poco importantes en las energías de ligadura de los estados ima-
gen para densidades metálicas (rs~3). Esto es debido a que, respecto al
modelo de plasmón no dispersado, se produce una cancelaciÓn entre el
efecto de disminuir la profundidad del pozo de potencial imagen, que
tiende a ligar menos al electrón, y el de aumentar la anchura del pozo,
que tiende a ligarlo más.
Se ha estudiado por primera vez la influencia del momento kll del
electrón ligado en la dirección paralela a la superficie en la posibili-
dad de observación de los estados imagen. Para k" grandes pueden excitar-
se plasmones superficiales lo que aumenta mucho la anchura energética de
los estados, haciendo imposible su observación. Se ha demostrado, sin
embargo, que los estados pueden resolverse (su anchura es menor que la
separación entre un estado y el siguiente) para un amplio intervalo de
k", aunque su energía total sea mucho mayor que el cero del vacío y sólo
la conservación del momento paralelo a la superficie evite que el elec-
trón escape al vacío.
Se ha calculado por primera vez en un modelo de muchos cuerpos la
influencia de la penetración en el cristal de la funciÓn de onda del
estado imagen en su masa efectiva y vida media. El modelo empleado permi-
te tener en cuenta la posiciÓn del estado en el gap y la cara cristalo-
gráfica de la superficie. Se ha comprobado que, aunque tanto la masa
efectiva como la anchura del estado aumentan respecto de los modelos de
barrera infinita en la superficie, se mantienen del mismo orden de magni-
tud. En particular el efecto no permite explicar teÓricamente masas efec-
tivas mayores en un 10% que la de un electrÓn libre m., lo que pone en
cuestión las observaciones que dan valores del orden de 1.5 m., y que
pudieran tener problemas de falta de resolución (Echenique y Pendry,
1986a y b).
Se ha estudiado la ionizaciÓn de capas internas atÓmicas por iones
moleculares. Se ha obtenido mediante un modelo semiclásico un efecto
molecular apreciable en la ionización por moléculas diatómicas orientadas
al azar, y un efecto pequeao para moléculas orientadas formando ángulos
peque¡os respecto a la dirección de la velocidad. Se ha calculado median-
te un modelo simple la fuerza de alineamiento sobre los iones del agrega-
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do molecular producida por los electrones del medio, obteniéndose valores
altos para el Al y muy pequeños para el A1203• De este resultado puede
deducirse que los iones viajan con una orientación cercana a la dirección
de incidencia en Al y esencialmente orientados al azar en A1203• Ello
explicaría la detección de efecto molecular en experimentos realizados
en A1203 eOotuka et al, 1983) y su no detección en Al eChen et al, 1977;
Lurio et al, 1978).
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